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Системы телеуправления. А. М. Б а т к о в, И. Б. Тарханов 
М., «Машиностроение», 1971, стр. 192. 

В книге изложены методы расчета известных систем телеуправ¬ 
ления, которые могут применяться при проектировании контуров 
теленаведения движущихся объектов. 

Основное внимание уделено применению современных методов 
теории автоматического управления к синтезу систем телеуправле¬ 
ния при учете ограничений на управление. Оптимизация законов 
наведения проводится в классе стационарных, нестационарных, ли¬ 
нейных и нелинейных систем автоматического управления. Приводят¬ 
ся примеры решения конкретных задач для гипотетических систем 
телеуправления. 

Книга рассчитана на широкий круг инженеров и научных работ¬ 
ников, занимающихся вопросами проектирования систем телеуправ¬ 
ления. 

Иллюстр. 43. Табл. 1. Библ. 21 назв. 


НАУЧНАЯ БШШШЕКА 
им. Горнего 
МГУ _ 
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430-70 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Системы телеуправления, т. е. управления на расстоя¬ 
нии, находят все более широкое применение в авиации, 
космонавтике, ракетной технике, транспорте и других об¬ 
ластях техники. 

В предлагаемой читателю книге системы телеуправ¬ 
ления рассматриваются с позиций теории автоматиче¬ 
ского управления и ее развивающейся ветви —стати¬ 
стической динамики [17]. 

Основное внимание в работе уделяется задаче син¬ 
теза систем телеуправления, которая близка к задаче 
оптимальной фильтрации и отличается от нее лишь спе¬ 
цифическими особенностями управляемого объекта. Рас¬ 
сматривая в качестве телеуправляемого объекта переме¬ 
щающийся в пространстве аппарат (самолет, космиче¬ 
ский аппарат, ракета), авторы стремились учесть его 
основную особенность — ограниченность управляющих 
сил и запаса энергии. Именно это обстоятельство опре¬ 
деляет основную трудность решения задачи синтеза и 
специфические особенности создания оптимальных си¬ 
стем телеуправления. 

Не менее существенным при проектировании систем 
телеуправления является учет ограниченности информа¬ 
ции о параметрах управляемого объекта. Ограничения 
информации определяются как невозможностью измере¬ 
ния некоторых фазовых координат объекта, так и незна¬ 
нием ошибок измерений, являющихся случайными функ¬ 
циями. Это определяет статистический характер рассмат¬ 
риваемых задач формирования и оптимизации систем 
телеуправления. 

В книге описаны функции элементов, образующих 
замкнутые системы телеуправления, с позиций теории 


5 


автоматического управления, определены математиче¬ 
ские модели элементов и характеристик ошибок измери¬ 
тельных средств. Затем рассмотрен вариационный метод 
оптимизации системы телеуправления с учетом случай¬ 
ных ошибок измерений и ограничений. Получены усло¬ 
вия оптимальности управления в форме принципа мак¬ 
симума Л. С. Понтрягина применительно к статистиче¬ 
ским задачам. Этот метод применяется к задачам выбо¬ 
ра оптимального управления линейных объектов при 
различных критериях и произвольной структуре закона 
управления. Изложены инженерные методы проектиро¬ 
вания систем телеуправления, структура которых задана. 

В конце книги освещены вопросы проектирования 
контуров телеуправления с учетом возможного противо¬ 
действия. • 

Авторы надеются, что книга окажется полезной ин¬ 
женерам, решающим практические задачи проектирова¬ 
ния систем телеуправления движущимися объектами, и 
заранее благодарят тех читателей, которые пришлют 
свои замечания и пожелания по адресу: Москва, 1-й Бас¬ 
манный пер., д. 3, Изд-во «Машиностроение». 



Глава I 


СИСТЕМА 

ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 


1.1. ПОНЯТИЕ СИСТЕМЫ ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 

Системой телеуправления обычно называют систему, 
в которой объектом управляют на расстоянии. 

Принцип телеуправления применяется, когда аппара¬ 
туру управления на самом объекте размещать нецелесо¬ 
образно либо по условиям эксплуатации, либо из эконо¬ 
мических соображений. 

Для системы телеуправления характерно наличие 
пункта управления или командного пункта, расположен¬ 
ного на расстоянии от объекта управления. На пункте 
управления, как правило, располагается основная инфор¬ 
мационная и управляющая аппаратура, а также опера¬ 
тор (человек), управляющий объектом или принимаю¬ 
щий решения об изменении режима управления. Таким 
образом, система телеуправления состоит из трех основ¬ 
ных элементов: 

— цель управления, которая может присутствовать в 
системе в виде соотношений, определяющих задачи, для 
выполнения которых предназначена система; 

— объект управления, осуществляющий задачу, для 
выполнения которой создана система; 

— пункт управления для сбора информации о цели 
и объекте управления и выработки команд управления 
объектом. 

Неотъемлемой частью системы телеуправления явля¬ 
ются линии связи между этими элементами и, в частно¬ 
сти, линия передачи информации (команд) из пункта уп¬ 
равления на объект [7]. 

По типу применяемых источников информации систе¬ 
мы телеуправления можно разделить на следующие 
классы: 
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1. Собственно системы телеуправления, в которых 
источники информации о характеристиках (параметрах) 
цели и объекта управления расположены на пункте уп¬ 
равления. Они, в свою очередь, подразделяются на си¬ 
стемы [7]: 

а) командного телеуправления, в которых характери¬ 
стики цели и объекта управления измеряются независи¬ 
мыми источниками информации; 

б) лучевого управления, в которых известны лишь от¬ 
носительные характеристики объекта и цели управления, 
измеряемые одним источником информации. 

2. Комбинированные системы телеуправления, в ко¬ 
торых источники информации о цели управления распо¬ 
ложены как на объекте, так и на командном пункте. 

В отличие от других типов систем в комбинированной 
системе телеуправления информация датчика, располо¬ 
женного на объекте, не используется непосредственно для 
управления, а транслируется на командный пункт. 
Команды, посылаемые на объект, вычисляются в такой 
системе на основе информации от датчиков как на 
объекте, так и на командном пункте. 

Поэтому системы этого класса часто называют систе¬ 
мами с трансляцией [18]. 

3. Системы телекоррекции, в которых для управления 
непосредственно используется информация датчиков, рас¬ 
положенных на объекте, а информация датчиков на 
пункте используется лишь для контроля и изменения ре¬ 
жимов работы системы, находящейся на объекте. 

Системы телеуправления широко распространены в 
промышленности. Наиболее часто они используются для 
управления движущимися объектами. В этом случае на 
командный пункт возлагаются основные задачи по обра¬ 
ботке информации и выработке команд, а управляющие 
средства, находящиеся на самом объекте, выбираются 
наиболее простыми из условий эксплуатации. 

Примерами систем телеуправления этого вида могут 
служить системы управления ракетами [7]. Определяю¬ 
щей особенностью таких систем является одноразо¬ 
вое применение объекта (ракеты) и многоразовое ис¬ 
пользование, пункта управления. Бортовая (автономная) 
система управления в этом случае может быть наиболее 
простой и дешевой, а пункт управления (командный 
пункт), находящийся на земле или на движущейся плат¬ 
форме (самолет, самоход) и выполняющий основные 
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функции по управлению, может быть достаточно слож¬ 
ным и дорогим. 

Командный пункт системы телеуправления может со¬ 
стоять из радиолокаторов обнаружения цели, сопровож¬ 
дения цели и ракеты, вычислительных устройств, решаю¬ 
щих задачи определения параметров траекторий движе¬ 
ния цели и ракеты и вырабатывающих информацию для 
передачи на борт с помощью специальной линии связи 
[28]. В системе управления на командном пункте в дан- 


Рис. 1.1. Структурная 
схема системы телеуправ¬ 
ления: 

АС—автопилот; Пр—прием¬ 

ник; Пер—передатчик РЛЦ; 
РЛР—радиолокаторы цели и 
ракеты; ВУ—вычислительное 
устройство; Оп—оператор 
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ном случае имеется оператор, который выполняет наи¬ 
более сложные задачи управления в непредвиденных 
ситуациях (отказ в работе отдельных устройств системы 
телеуправления и т. п.). 

В автономную (бортовую) систему управления раке¬ 
той должны входить приемное устройство информации 
командного пункта и автомат стабилизации (автопи¬ 
лот), управляющий ракетой на автономном, не управ¬ 
ляемом с командного пункта, участке траектории поле¬ 
та, стабилизирующий корпус ракеты относительно си¬ 
стемы координат, связанной с ее центром тяжести, и из¬ 
меняющий- положение центра тяжести ракеты в простран¬ 
стве в соответствии с командами, посылаемыми с пункта 
управления. 

В комбинированной системе телеуправления в состав 
бортовой аппаратуры может входить также пеленгатор 









цели, передающий информацию о параметрах цели на 
командный пункт [7, 27]. 

Обобщенная структурная схема системы телеуправ¬ 
ления ракетой представлена на рис. 1.1. Здесь в штри¬ 
ховые прямоугольники выделены: аппаратура на борту 
ракеты (БС — бортовая система) и аппаратура команд¬ 
ного, пункта (КП — командный пункт). 

1.2. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

СИСТЕМЫ ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 

Системы телеуправления решают разнообразные за¬ 
дачи. В связи с этим требования к ним могут быть сфор¬ 
мулированы только в самом общем виде. Поэтому в 
дальнейшем ограничимся рассмотрением класса систем 
теілеуправления, решающих задачу наведения [21]. 

Для формулировки этой задачи рассмотрим движе¬ 
ние в пространстве двух управляемых объектов, один из 
которых будем называть целью, а другой — наводящим¬ 
ся объектом. В процессе движения этих объектов неко¬ 
торая скалярная функция В их относительных коорди¬ 
нат х(і) (например, расстояние между ними) достигает 
своего наименьшего значения. 

Момент времени, в который Д принимает наименьшее 
значение Дш п , называется моментом встречи. Момент 
встречи 4 и значение функции И в этот момент зависят 
от законов управления объектами, конкретных реализа¬ 
ций возмущений, действующих на объекты, начального 
состояния и т. д. 

Управление наводящимся объектом для уменьшения 
величины О в момент встречи будем называть наведе¬ 
нием объекта на цель, а систему, в которой осуществля¬ 
ется такое управление, — системой наведения. 

Примем в качестве основной характеристики системы 
наведения точность, которая определяется значением 
0(7) в момент встречи. При этом существенно, что мо¬ 
мент встречи заранее неизвестен и определяется сово¬ 
купностью условий, в которых осуществляется процесс 
наведения. Этим система наведения отличается от дру¬ 
гих типов систем управления. 

Для характеристики во времени состояний системы, 
наведения введем текущую меру точности Н(х, I), кото¬ 
рая связывает значения относительных фазовых коор¬ 
динат в текущий момент времени і<і ъ с характеристи¬ 
кой точности системы в момент встречи. 
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Обычно функция к(х, і) удовлетворяет следующим 
условиям: 

1 —в момент встречи, когда і=і в , имеем 


й(4)=Д(4); (1.1) 

2 — при заданном законе изменения фазовых коорди¬ 
нат объектов на интервале времени ( і , і в ) текущая мера 
Н(х, і) является монотонной неубывающей нечетной 
функцией й(ів) для каждого значения I. Текущей мерой 
точности в системах наведения определяем пролет, как 
проекцию дальности между наводящимся объектом и 
целью на перпендикуляр к вектору их относительной 
скорости Уотн- Он определяет в текущий момент времени 
і значение наименьшей дальности между объектами, т. е. 
значение дальности в момент встречи при условии неиз¬ 
менности направления вектора относительной скорости 
в процессе наведения. В частности, 

л(*)=д(д; *<*ш, (і.2) 

если, начиная с данного момента і, оба объекта движут¬ 
ся равномерно и прямолинейно. 

Поскольку текущая мера к(х, і) удовлетворяет усло¬ 
вию (1.1), ее значение в момент встречи может исполь¬ 
зоваться в качестве основной характеристики системы 
наведения. 

Как следует из определения, текущая к и конечная Ю 
меры точности системы наведения, как и момент встречи 
і ш , являются функциями случайных начальных условий 
процесса наведения, возмущений в системе, поведения 
цели и ошибок получения информации. Поэтому точность 
системы наведения определяется статистическими харак¬ 
теристиками случайных условий и может быть вычисле¬ 
на в среднем по совокупности реализаций процесса на¬ 
ведения. В общем случае в качестве критерия точности 
системы наведения рассматриваем математическое ожи¬ 
дание функции пролета в момент встречи. 

Например, для зенитной управляемой ракеты, пред¬ 
назначенной для поражения воздушных целей, основным 
показателем качества системы является вероятность по¬ 
ражения. Факт поражения цели определяется целым ря¬ 
дом случайных факторов. Одни из них связаны с особен¬ 
ностями цели, боевой части и т. д. Вторая группа 
факторов определяет взаимное положение ракеты и це- 
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ли в момент подрыва боевой части, т. е. в момент 
встречи. 

Статистической характеристикой случайных величин, 
входящих в состав первой группы, является условный 
закон поражения [7]. Он определяет вероятность пора¬ 
жения цели при условии, что ракета занимает опреде¬ 
ленное положение относительно цели в момент подрыва. 
Наиболее существенно условный закон поражения 
зависит от дальности между ракетой и целью в момент 
подрыва и является монотонно убывающей функцией 
пролета в момент встречи. 

Таким образом, приближенно будем считать, что ве 
роятность поражения Р определяется выражением 

/>=|р у (Л)Р*(Л)йГй, (1.3) 

где Ру(Н) — условный закон поражения; Рн(Ь) — закон 
распределения пролета в момент встречи (подрыва бое¬ 
вой части); О — область возможных значений пролета. 

Выражение (1.3) представляет собой математическое 
ожидание условного закона поражения по возможным 
значениям пролетов, т. е. 

Я = М{Р У [ОД]}, (1.4) 

где М — знак математического ожидания. 

Поскольку Рн (Л) определяется системой наведения, 
то из выражения (1.4) следует, что при выбранной бое¬ 
вой части ракеты задача системы наведения состоит в 
уменьшении математического ожидания известной функ¬ 
ции пролета в момент встречи. 

Если система телеуправления предназначена для уп¬ 
равления ракетой до момента подрыва боевой части, то 
изложенное целиком применимо к ней, и основной харак¬ 
теристикой системы телеуправления в этом случае мож¬ 
но считать математическое ожидание пролета в момент 
встречи. 

Если же на конечном участке перед встречей с целью 
ракета переходит в режим самонаведения, то к системе 
телеуправления необходимо предъявить обычно допол¬ 
нительные требования, состоящие в обеспечении условии 
захвата цели головкой самонаведения, расположенной 
на ракете [7, 24, 27]. К ним относится требование обес¬ 
печения определенного угла между продольной осью ра- 


12 


кеты или ее вектором скорости и направлением на цель, 
а также малой величины скорости изменения этого уг¬ 
ла [27]. Вследствие действия случайных факторов эти 
требования могут быть выполнены только с определен¬ 
ной вороятностью [7, 24, 25]. 

В общем случае возможности системы телеуправле¬ 
ния определяются информационными и энергетическими 
ограничениями, которые также являются основными ее 
характеристиками. 

К информационным относятся ограничения, связан¬ 
ные с возможностями измерительных (чувствительных) 
элементов, расположенных на объекте и пункте управле¬ 
ния. Они определяются количеством датчиков, порогом 
их чувствительности, диапазоном измерений и ошибка¬ 
ми измерений, возникающими вследствие внутренних и 
внешних источников возмущений. 

Ошибки в системе телеуправления могут возникать 
в датчиках информации, линиях связи и передачи 
команд [7]. В системах наведения располагаемая 
для управления наводящимся объектом информация 
в значительной степени определяется возможностями 
противника (цели) по созданию различных видов помех 
чувствительным элементам и линиям связи [22]. 

Информационные ограничения определяют статисти¬ 
ческий характер задач телеуправления. Поэтому анализ 
и расчет таких систем проводится методами статистиче¬ 
ской динамики систем автоматического управления. 

Энергетические ограничения определяются характе¬ 
ристиками объекта управления. Они могут быть двух 
типов: 

— жесткие ограничения, наложенные на текущие 
значения управлений и фазовых координат объектов, или 
на функции этих переменных; 

— интегральные, или изопериметрические ограниче¬ 
ния, которые определяют значения функционалов от ко¬ 
ординат или управлений в системе. 

Типичным примером первого типа опраничения явля¬ 
ется условие на управляющее воздействие, в соответст¬ 
вии с которым управление должно принимать свои зна¬ 
чения внутри и на границе области 0: 

и(і)ЫГ. (1.5) 

Подобное ограничение в системе наведения возникает 
вследствие ограничения ускорения объекта из условия 
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его прочности либо в результате нелинейности характе¬ 
ристик элементов системы типа линейной зоны с насы¬ 
щением. 

Интегральные ограничения определяют возможности 
системы в расходе энергии на управление. В системах 
управления движущимися объектами они возникают 
вследствие ограничения запаса топлива, необходимостью 
обеспечения заданной скорости движения, дальности и 
времени полета и т. д. Например, количество топлива Т, 
расходуемого на управление, может быть учтено с помо¬ 
щью неравенства на функционал от уравления и(і) вида 

и 

( 1 . 6 ) 

где ( і 0 , ів) — интервал управления. 

Ограничения обоих типов могут быть как детермини¬ 
рованными, т. е. выполняться для каждой реализации 
процесса управления, так и статистическими. В послед¬ 
нем случае они определяют значения переменных лишь в 
среднем для совокупности реализаций, т. е. налагаются 
на статистические характеристики законов распределения 
этих величин. 

1.3. ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭЛЕМЕНТОВ 

СИСТЕМЫ ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 

Как указывалось в 1.1, система телеуправления, пред¬ 
назначенная для наведения объекта на цель, может со¬ 
держать цель, объект наведения, устройства слежения 
за целью и объектом, вычислитель и линию передачи 
команд на объект управления. Рассмотрим более под¬ 
робно эти элементы применительно к задаче управления 
наводящимся объектом при наведении его на пилоти¬ 
руемую воздушную цель. 

Характеристики цели 

Будем предполагать, что цель является материальной 
точкой, движущейся в неподвижной (земной) системе 
координат хуг со скоростью К ц . Координаты цели х ц , у ц , 
2 ц, скорость Кц и ускорение / ц изменяются вследствие 
изменения управляющих воздействий, связанных с ними 
инерционным оператором. Проекции ускорения и скоро- 
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сти на оси земной системы координат будем обозначать 
/ц*; кѵ\ Іт и IV, Ѵ цу -, Ѵ ш , соответственно. 

Уравнения движения цели могут быть записаны в 
виде 


Х а =Ѵ п ; 

Уц = Уц« 


(1.7) 


где -Х ц —вектор фазовых координат цели; 

Ѵ ц — вектор скорости; 

у'ц — вектор ускорения. 

Предполагаем, что фазовые координаты цели пред¬ 
ставляют собой полезный сигнал системы телеуправле¬ 
ния, на основе измерения которого осуществляется про¬ 
цесс наведения. Возможность изменения ускорения (ма¬ 
невр цели) делает цель равноправным участником про¬ 
цесса наведения. 

Существенно, что цель должна иметь интересы, 
противоположные интересам наводящейся ракеты. Если 
наводящаяся ракета стремится уменьшить ошибку наве¬ 
дения в момент встречи, то цель стремится ее увеличить. 
В этом смысле процесс наведения можно рассматривать 
как дифференциальную игру двух объектов с преследо¬ 
ванием и уклонением [1]. 

Считаем, что цель противодействует наводящейся 
ракете как с помощью маневра, т. е. изменения вектора 
ускорения / ц , так и с помощью воздействия на инфор¬ 
мационные каналы наводящейся ракеты (активные и 
пассивные помехи [22]). 

Возможности противодействия цели могут быть огра¬ 
ничены имеющейся информацией о стратегиях наводя¬ 
щегося объекта, энергетическими характеристиками, а 
также тактической задачей, для решения которой пред¬ 
назначается цель. 

С точки зрения системы наведения требования к цели 
могут быть сведены к ограничению запаса топлива или 
потерь скорости и дальности за счет ее маневрирования. 
Эти ограничения могут быть заданы с помощью нера¬ 
венств вида 


М 


\ В Ні)А{і)(И 

V о 


<С, 


( 1 . 8 ) 


где р(^) —весовой множитель, а с — постоянная. 
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Энергетические возможности цели дополнительно к 
неравенству (1.8) могут быть учтены ограничением теку¬ 
щего значения ускорения 

ІЛ(«І<Лта*(0. (1.9) 

В пределах ограничений (1.8) и (1.9) стратегия пове¬ 
дения цели определяется имеющейся в ее распоряжении 
информацией о процессе наведения и стратегиях наво¬ 
дящегося объекта. 

Если цель не располагает информацией о входе в зо¬ 
ну действия наводящегося объекта, она использует энер¬ 
гетику лишь для выполнения тактической задачи. В этом 
случае естественно предполагать, что неравенство (1.8) 
минимально, / ц (/) равно нулю и цель совершает прямо¬ 
линейный полет, т. е. 

— ( 1 . 10 ) 

При наличии информации о системе управления и факте 
наведения ракеты цель стремится увеличить ошибки си¬ 
стемы наведения путем изменения і п (і) при выполнении 
условий (1.8) и (1.9). 

Если при этом цель располагает только априорной 
информацией о системе наведения, ее поведение может 
быть априори задано статистическими характеристиками 
/ц(7). Примером поведения цели в этих условиях являет¬ 
ся, например, маневрирование с постоянной перегрузкой 

•*«(0=*о+УѴ (і. и) 

где і\ — время начала маневра, \(і — /і) —единичная 
ступенчатая функция, либо изменение знака максималь¬ 
ной перегрузки в случайные независимые моменты вре¬ 
мени. В последнем случае закон изменения ] ц (і) может 
быть описан пуассоновским распределением. В частности, 
корреляционная функция такого процесса определяется 
выражением 

_М 

Ні{т)=0,е Т \ (1.12) 

где дисперсия ускорения; 0)=) ц та х. ( 1 . 13 ) 

Здесь Т с — среднее значение периода изменения знака 
маневра. Когда цель располагает апостериорной инфор¬ 
мацией о процессе наведения, например, измеряет теку- 
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щие координаты наводящегося объекта, время до встре¬ 
чи и т. д., ее поведение будет определяться конкретными 
реализациями процессов в системе наведения. В этом 
случае решение игровой задачи не может быть получено 
заранее в виде детерминированной или случайной функ¬ 
ции времени, а определено лишь в виде алгоритма связи 
управления ] ц (і) с измеряемыми параметрами процесса 
наведения. 

Выше отмечалось, что наряду с изменением полезно¬ 
го сигнал'а /„(/) системы наведения цель располагает 
техническими возможностями воздействия на информаци¬ 
онные каналы наводящегося объекта и пункта управле¬ 
ния с помощью организованных помех. Эффект действия 
помех может привести к увеличению случайных или си¬ 
стематических ошибок получения информации, и в край¬ 
нем случае, к срыву процесса сопровождения цели и на¬ 
ведения. 

Применяемые помехи разнообразны [22]. Для борь¬ 
бы с радиолокационными средствами могут быть приме¬ 
нены, например, активные и пассивные помехи, лож¬ 
ные цели и защитные покрытия [7]. Возможности целей 
по применению помех ограничены располагаемыми 
источниками энергии (мощность помехи), весом аппара¬ 
туры создания помехи и степенью информированности 
цели о характеристиках измерительных устройств и ли¬ 
ний связи. 

Характеристики объекта управления 

Применительно к задаче наведения в качестве объек¬ 
та системы телеуправления рассмотрим ракету, напри¬ 
мер, управляемую аэродинамическими силами. Основ¬ 
ные характеристики объекта в процессе телеуправления 
определяются степенью управляемости ракеты под дей¬ 
ствием команд. 

Под управляемостью ракеты можно понимать распо¬ 
лагаемые перегрузки, а также время их достижения при 
подаче команды, которое определяется инерционностью 
бортового контура. Считаем, что для достижения макси¬ 
мальной эффективности перегрузочные возможности 
объекта должны превосходить перегрузки цели [7]. 

Для ^любой заданной ракеты всегда существует кри¬ 
тический угол атаки а тах , при котором ракета становит¬ 
ся неустойчивой [14]. Величина критического угла атаки 
определяет располагаемую перегрузку на больших и 

НАУЧНАЯ БЗаЛЛЗТНКА 
ьм. Гонкаго 

МГУ 
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средних высотах- полета. На малых высотах перегрузки 
ограничиваются прочностью ракеты. Будем считать, что 
в ракете отсутствует физический элемент, осуществляю¬ 
щий это ограничение. Вводим ограничение управляющей 
команды в виде нелинейности типа линейной зоны с 
насыщением, эквивалентное в статике ограничению пе¬ 
регрузки 


И*)Юп,ах> (1-М) 

где Пщах — значение перегрузки объекта, определяемое 
из условия прочности.. 

Критический угол атаки вызывает необходимость ог¬ 
раничения максимального угла отклонения руля бтах. 
которое осуществляется механическим упором. Обычно 
бтах определяется из балансировочного соотношения 

О- 15 ) 

где ті — коэффициент аэродинамического момента, ха¬ 
рактеризующий статическую устойчивость; т г — коэф¬ 
фициент аэродинамического момента, характеризующий 
действия рулей. Это условие выполняется только в ста¬ 
тическом режиме, т. е. при постоянном угле отклонения 
руля. 

Следует отметить, что при управлении объектом на 
разгонном участке при малой скорости могут возникнуть * 
закритические углы атаки при \п(і) 1 ^п тах . В этом слу¬ 
чае в закон ограничения я гаах необходимо вводить про¬ 
граммную функцию, соответствующую номинальной ско¬ 
ростной характеристике объекта [14]. 

Для улучшения характеристик устойчивости и управ¬ 
ляемости ракеты используются автопилоты [5]. Ра¬ 
кета вместе с автопилотом образует контур стабилизации * 
или автономный контур в системе телеуправления. По¬ 
вышение требований к быстродействию объектов управ¬ 
ления приводит к ухудшению их характеристик устойчи¬ 
вости. Основная задача автономного контура состоит 
наряду с устойчивостью в обеспечении стабильности ха* 
рактеристик объекта управления в диапазоне условий 
его применения при условии достаточной точности отра¬ 
ботки команд, передаваемых с пункта управления и 
обеспечения заданной траектории на автономном (неуп¬ 
равляемом) участке наведения. 
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Для ракет с аэродинамическими органами управле¬ 
ния ускорение / р наряду с траекторией наведения суще¬ 
ственно влияет на ее баллистические характеристики, 
приводя к появлению индуктивной составляющей силы 
лобового сопротивления С} [5] 

Я=С х дЗ, (1.17) 

где С х — коэффициент лобового сопротивления ракеты; 
5 — площадь ее крыла. 

Для большинства аэродинамических схем приближен¬ 
но можно считать, что 

С х =С х<і -\-АСІ, (1. 18) 

где С\ определяет индуктивную составляющую коэф¬ 
фициента лобового сопротивления, возникающую за 
счет угла атаки или перегрузки; 

С Ха — коэффициент лобового сопротивления при а=0; 

А —конструктивная постоянная ракеты. 

Воспользовавшись уравнением, описывающим измене¬ 
ние модуля вектора скорости ракеты Кр в плоском дви¬ 
жении [14]: 

ЛѴг, р г) 

— = —соза — ^зіпѲ —, (1.19) 

йі т т 

где Ѳ — угол тангажа вектора скорости; 

8 — ускорение силы тяжести, 
и приближенной зависимостью 

С у =С1а, (1.20) 

получим 

( 1 . 21 ) 

При получении выражения (1.21) предполагалось, что 

С ѵ дЗ^Р. (1.22) 

Из выражения (1.21) следует, что уменьшение скоро¬ 
сти ракеты пропорционально интегралу от суммы: 1) ве- 
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совой составляющей #яіпѲ, которая обычно мала; 2) со- 

ставляющеи С Хо — , определяемой в основном задан- 
т 

ной траекторией движения ракеты; 3) составляющей, 

0 „ Ат .о 

зависящей от квадрата поперечной перегрузки —у . 

Ч 8 р 

Выражение 

і 

АКр(0= ^ (С*. ^ + ^ Ур) (1.23) 

ІО 

позволяет получить количественные характеристики 
уменьшения скорости объекта как за счет траектории 
движения, так и управления при ее реализации, и являет¬ 
ся одним из существенных ограничений в системах теле¬ 
управления. 

Реализация минимального значения выражения (1.23) 
обеспечивает максимальную конечную скорость ракеты 
Ѵр, что существенно с точки зрения ее перегрузочных 
возможностей, и может найти применение в системах те¬ 
леуправления, дальняя граница зоны действия которых 
ограничена характеристиками технических средств. При 
ограничении дальней границы зоны поражения балли¬ 
стическими характеристиками объекта целесообразно ми¬ 
нимизировать выражение 

і О іо 

что эквивалентно максимизации средней скорости поле¬ 
та объекта. 

Характеристики информационных элементов 
системы телеуправления 

Информационные элементы системы телеуправления, 
предназначенной для решения задачи наведения, пред¬ 
ставляют собой приборы для измерения координат цели 
и ракеты. Такими приборами могут быть радиотехни¬ 
ческие средства. Параметры траекторий объектов изме¬ 
ряют радиовизирами в некоторой системе координат, 
которую назовем измерительной. Она может быть сов¬ 
мещена с земной системой координат при неподвижной 
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радиолокационной станции, либо с гиростабилизирован- 
пой системой [18]. 

Для радиотехнических методов измерения координат 
возможно непосредственное измерение угла места е, 
азимута р и дальности до объекта г. Эти методы позво¬ 
ляют определить траекторию движения объекта в сфе¬ 
рической системе координат. При этом координаты в де¬ 


де* 



Рис. 1.2. Схема радиолокатора 


картовой системе координат х, у, г могут быть определе¬ 
ны с помощью обычных формул перехода: 

д;=гсозезіпР; ] 


г/ = гзіпе; 


(1.25) 


% = Г СОЗ г СОЗ р. ) 


Полагаем, что в состав измерительного комплекса 
входят две системы визирования: угломерная и дально- 
мерная. Угломерная система обычно строится на прин¬ 
ципе сопровождения объекта, при котором происходит 
совмещение оси равносигнальной зоны антенны с направ¬ 
лением на объект. Радиовизир представляет собой замк¬ 
нутую следящую систему, состоящую из антенны, прием¬ 
ника и блока управления (рис. 1.2). 

С выхода радиоприемного устройства на вход блока 
управления поступает сигнал отклонения оси равносиг¬ 
нальной зоны от направления на визируемый объект и 
вырабатывается сигнал на изменение положения диаг¬ 
раммы направленности антенны. Текущее значение угла 
оси равносигнальной зоны антенны является в такой схе¬ 
ме приборным значением истинного угла направления на 
объект. 

Основными источниками ошибок угломерных систем 
являются [7] внутренний шум радиоприемного устройст- 
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ва, амплитудные, угловые и поляризационные флюктуа¬ 
ции сигнала, отраженного от цели, отражения от земли 
и помехи, создаваемые целью [22]. В системах визиро¬ 
вания наводящегося объекта флюктуации отраженного 
сигнала могут быть исключены с помощью приемопере¬ 
датчика («ответчика»), установленного на объекте. 

При отсутствии организованных помех антенно-при¬ 
емное устройство осуществляет линейное безынерцион¬ 
ное преобразование входного сигнала. В этом случае сиг¬ 
нал на выходе приемника Де* может быть представлен 
в виде [7] (см. рис. 1.2) 

А**=[Л„р+*(*)]Д«+л(*), (1-26) 

где к пр +х(і) —коэффициент усиления приемного трак¬ 
та, состоящий из регулярной к пр и случайной к (I) со¬ 
ставляющих; 


Де = г е П р (1.27) 

представляет собой отклонение оси равносигнальной зо¬ 
ны от истинного направления е; п(і) —аддитивная со¬ 
ставляющая ошибок сопровождения, статистически неза¬ 
висимая от к(і) и е(^). При малых ошибках сопровож¬ 
дения х{і), вызываемая амплитудными флюктуациями 
отраженного сигнала, мало, а п(і) может приниматься в 
виде нормального белого шума с уровнем спектральной 
плотности М 2 , зависящим от отражающей поверхности 
цели и дальности до объекта сопровождения, т. е. 

*«(*!, *,)=ЛГО(* х -д. (1.28) 

Здесь Я п {іі, 4) — корреляционная функция, а 


7Ѵ 2 — А 

при 

Рс/Р ш < Рѵ 


Рв/Рш 



1 (1-29) 

ІѴ 2 = С0П$1 

при 

РсІР ш >Рі . 


Рс/Р Ш = 

II 

* « 

> 

(1.30) 


где ° э фф— отражающая поверхность объекта; 

г— дальность от объекта до пункта наведения; 
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Р г \Рт — отношение «сигнал—шум»; 

X, к — константы, определяемые характеристиками 
радиолокационных средств. 

Инерционность системы визирования определяется 
блоком управления антенной, или диаграммой направ¬ 
ленности, который в системах с механическим перемеще¬ 
нием антенны включает силовые приводы. Он может 
быть при малых ошибках сопровождения описан линей¬ 
ным стационарным звеном с известной передаточной 
функцией. 

При действии значительных помех ошибки визиро¬ 
вания уже нельзя считать малыми и антенно-приемное 
устройство перестает быть линейным. В этом случае вме¬ 
сто выражения (1.26) сигнал на выходе приемника мож¬ 
но представить в виде 

Де* =/ (Дз)-| - Л(^, Д®), (1,31) 

где [(Де) — математическое ожидание выходного сигна¬ 
ла, нелинейно зависящее от Де; п(1, Ае) —помеха, так¬ 
же нелинейно зависящая от Ае. 

Вид функции [(Ае) существенным образом зависит от 
применяемого типа помехи и устройства визирования. 
В частности, при действии помех может значительно из¬ 
мениться коэффициент усиления приемного тракта и со¬ 
ставляющей к(() в выражении (1.26) уже нельзя пре¬ 
небрегать. Если действие помехи приводит к нарушению 
нормальной работы приемника, то его коэффициент уси¬ 
ления может уменьшаться до нуля. При действии им¬ 
пульсных помех коэффициент усиления может изменять¬ 
ся скачком, и функция [(Ае) становится характеристи¬ 
кой импульсного элемента (ключа), период замыкания 
которого зависит от характера помехи [7]. 

Ошибки п(і, Ае) при действии шумовых помех могут 
оставаться белым шумом, уровень спектральной плотно¬ 
сти которого № зависит от Ае и вида помехи. При дей¬ 
ствии низкочастотных помех п(і, Ае) становится узкопо¬ 
лосным шумом, распределение которого отличается от 
нормального, а спектр сосредоточен в области частот си¬ 
стемы управления. 

Вследствие увеличения ошибок сопровождения блок 
управления также может работать в нелинейном режи¬ 
ме, и при его описании придется учитывать ограничения 
мощности и скорости приводов. 
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Работа дальномерной системы радиовизира может 
быть описана аналогично. При малом уровне флюктуа¬ 
ций можно считать, что выходной сигнал системы г пр со¬ 
держит аддитивные ошибки Аг с широкополосным 
спектром: 

Гп Р =г + Дг. (1.32) 

Считая, что работа радиодальномера основана на из¬ 
мерении временной задержки ответного импульса по от¬ 
ношению к зондирующему, на его работу может сущест¬ 
венно влиять ответная импульсная помеха, которая соз¬ 
дается путем . переизлучения станцией помеха зондирую¬ 
щего импульса с переменной временной задержкой (уво¬ 
дящая по дальности помеха) [7]. Возможность помехи 
этого типа делает дальномерный канал менее помехо¬ 
устойчивым, чем угломерный. 

Таким образом, в нормальных условиях работы мож¬ 
но считать, что информационные элементы системы наве¬ 
дения осуществляют линейное, в первом приближении 
безынерционное преобразование входных сигналов. Если 
обозначить характеристики объектов вектором х, то век¬ 
тор измерений г можно представить в виде 

г=Сх+п, ( 1 . 33 ) 

где С — матрица^ зависящая от времени в общем слу¬ 
чае; п(і) белый стационарный шѵм с уровнем спект¬ 
ральной плотности ІѴ 2 . 

При действии организованных помех зависимость 
(1.33) становится нелинейной и имеет вид 

г = Р(лг, п, і) ( 1 . 34 ) 

или, в частности, 

г=/(х, + х). (1.35) 

Существенно при этом наличие мультипликативной 
составляющей помехи, характерным признаком которой 
является случайность матрицы С. 

Характеристики линии передачи команд управления 

Линии передачи команд управления в телеуправляе¬ 
мой системе могут быть многоканальными. Например, 
в системе наведения на ракету могут передаваться 
«плавные» команды управления по курсу, танга- 
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жу и крену, а также различные команды изменения па¬ 
раметров контура стабилизации, изменения режимов 
управления и т. д. 

Для обеспечения передачи различных команд может 
быть использован принцип частотного, временного или 
кодового разделения сигналов [18]. При этом для упро¬ 
щения системы приема на борту команды могут иметь 
постоянную амплитуду, а содержащаяся в них информа¬ 
ция преобразуется либо в длительность импульса при 
широтно-импульсной модуляции, либо квантуется по 
уровню (кодово-импульсная модуляция) и передается 
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Рис. 1.3. Схема командной линии 


в виде разрядов чисел. Для воспроизведения команд в 
этих случаях используется система релейных (порого¬ 
вых) элементов. 

Структурная схема двухканальной командной линии 
представлена на рис. 1.3 [18]. Согласно этой схеме полу¬ 
ченные в счетно-решающем приборе команды в виде фи¬ 
зических величин преобразуются в форму, удобную для 
передачи (временные интервалы, разряды и т. д.). Затем 
команда шифруется и модулируется для разделения ка¬ 
налов и увеличения помехоустойчивости. Полученные 
бортовым приемником команды дешифрируются, т. е. 
пропускаются команды, имеющие определенные признаки 
(в частности, определенную последовательность импуль¬ 
сов или групп импульсов), и превращаются в демодуля¬ 
торах в напряжения постоянного тока, поступающие на 
исполнительные органы объекта управления. 

В составе линии передачи команд можно вы¬ 
делить безынерционную по отношению к команде часть, 
включающую элементы преобразования, шифраций и 
дешифрации, передачи и приема, и инерционную часть, 
определяемую фильтрами низких частот в демодулято¬ 
рах. Более того, по отношению к информации, содержа- 
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щейся в командах, частотные характеристики фильтров 
низких частот достаточно широкополосны и не искажа¬ 
ют ее. Поэтому их также можно рассматривать как без¬ 
ынерционные [7]. Таким образом, в нормальных условиях 
линия передачи команд может характеризоваться коэф¬ 
фициентом усиления к к . 

Одной из причин ошибок линии передачи команд 
являются действия помех, внутренних шумов приемо-пе¬ 
редающей аппаратуры и сбоев. С учетом ошибок коман¬ 
ду на выходе линии передачи и к можно представить 
в виде 

и К ={к К -\- Ь.к)и-\- (1.36) 

где и — истинная команда; Ак — случайные изменения 
коэффициента усиления линии, не коррелированные с 
командой; Ди ш — аддитивная шумовая составляющая 
помехи. 

Обычно [7] составляющая А и ш является широкополос¬ 
ным случайным процессом и может быть аппроксимиро¬ 
вана белым шумом. Случайная составляющая коэффици¬ 
ента усиления возникает в результате ложных срабаты¬ 
ваний релейных (пороговых) элементов в приемной 
части линии и приводит к уменьшению коэффициента 
усиления (ДЛ<0) линии в целом. Количественные ха¬ 
рактеристики ошибок зависят от типа командной линии 
и определяются соотношением сигнал/шум на входе 
приемника команд [7). 

1.4. КОНТУР ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 

Для обеспечения необходимой точности процесса уп¬ 
равления система телеуправления может строиться в ви¬ 
де системы автоматического управления с обратной 
связью. Цепь обратной связи образуется элементами 
системы, сопровождающими ракету и измеряющими те¬ 
кущие параметры ее траектории, сравнивающими зада¬ 
ваемое законом движения цели положение ракеты с 
действительным и вырабатывающими на основе получае¬ 
мой информации команды управления. , 

Совокупность указанных элементов и связи между 
ними, образующие замкнутую систему, составляют кон¬ 
тур управления. Это понятие оказалось полезным 
при применении методов теории автоматического уп¬ 
равления к анализу и формулированию требований к 
элементам системы. Оно позволяет с единой точки зре¬ 
ния преобразования информации рассмотреть совокуп- 
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ность физически разнородных элементов, образующих 
систему телеуправления, и дать единую математиче¬ 
скую базу их описания. 

Структурная схема контура телеуправления в обоб¬ 
щенном виде приведена на рис. 1.4. Она включает: дви¬ 
жение цели, определяемое ее ускорением / ц (7); контур 
стабилизации ракеты с выходом в виде ускорения / Р (Ѵ); 
корректирующее устройство или счетно-решающий при- 
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Рис. 1.4. Структурная схема контура телеуправления 


бор (СРП), вырабатывающий команды и(і), измери¬ 
тельные элементы параметров цели х ц и ракеты х р с 
ошибками ДЯц и Длгр, а также линию передачи команд 
с ошибками Аи. Существенными элементами контура яв¬ 
ляются уравнения связи, под которыми понимают соот¬ 
ношения между ускорениями и измеряемыми парамет¬ 
рами траекторий движения цели и ракеты. 

В состав контура управления входит также элемент 
формирования заданного закона изменения параметров 
траектории ракеты. Выход этого элемента х 3 является 
управляющим воздействием в контуре управления. Соот¬ 
ношения, связывающие лг 3 (<) с х ц (() и х р (і), называют 
законом наведения. Зависимость законов наведения от 
*р обычно довольно слабая или совсем отсутствует. 
В точке встречи координаты заданной траектории раке¬ 
ты совпадают с координатами цели. Элементы, вычисля¬ 
ющие х 3 (і), входят в состав счетно-решающего прибора. 

На схеме рис. 1.4 предполагается, что в состав систе¬ 
мы телеуправления входят два независимых источника 
информации, измеряющие отдельно параметры траекто¬ 
рии цели и наводящегося объекта. Если в системе име¬ 
ется одно устройство, измеряющее относительные (раз¬ 
ностные) параметры траекторий объектов, то схема упро¬ 
щается и принимает вид, представленный на рис. 1.5. 
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В этом случае уравнение связи определяется соотноше¬ 
нием, связывающим измеряемый параметр х , который 
характеризует относительное положение цели и наводя¬ 
щегося объекта с их ускорениями. Схема на рис. 1.4 ха¬ 
рактерна для систем командного наведения, схема на 
рис. 1.5 — для систем управления по лучу. 

Существенное отличие контура, представленного на 
рис. 1.4, от контура на рис. 1.5 — возможность использо¬ 
вания двух корректирующих устройств в цепи управля¬ 
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при измерении относительных координат 


ющего воздействия и в цепи с обратной связью. Это 
является следствием применения двух независимых 
источников информации и обусловливает большие 
возможности системы телеуправления. 

Слежение за ракетами может осуществляться дис¬ 
кретно с фиксированными или случайными периодами 
выдачи. В этом случае контур телеуправления содержит 
в цепях радиолокаторов и командной линии импульс¬ 
ные элементы типа «ключа». Эти ключи могут рабо¬ 
тать синхронно либо независимо друг от друга. 

Частично элементы, входящие в контур телеуправле¬ 
ния, были рассмотрены в предыдущем параграфе. Со¬ 
гласно приведенным описаниям радиолокаторы цели и 
ракеты могут быть представлены стационарными систе¬ 
мами с заданными передаточными функциями и линейно 
преобразовывать сигналы при отсутствии организован¬ 
ных помех. Ошибки измерения углов и дальностей при 
расчетах принимаются «белыми» шумами. 

Считаем, что линия передачи команд соответствует 
безынерционному линейному преобразованию команды 
с коэффициентом усиления, постоянным при отсутствии 
помех и уменьшающимся при их действии. Аддитивные 
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ошибки командной линии являются широкополосными 


шумами. 

При использовании в контуре телеуправления двух 
радиолокаторов могут возникнуть дополнительные ошиб¬ 
ки их согласования. Они связаны с использованием раз¬ 
личных баз (линий) отсчета и ошибок пересчета вели¬ 
чин, измеряемых одним радиолокатором, к базе другого 
радиолокатора. Ошибки подоб¬ 
ного типа назовем инструмен- 
тальными. Существенная осо¬ 
бенность инструментальных 
ошибок состоит в том, что их 
спектр должен быть сосредо¬ 
точен в низкочастотной облас¬ 
ти. Поэтому их исключение с 
помощью фильтрации затруд¬ 
нено и они непосредственно 
влияют на точность наведения. 

Существенными элементами 
контура управления движущи¬ 
мися объектами являются 
уравнения связей и законы на- 



Рис. 1.6. Параметры, опре¬ 
деляющие положение объек¬ 
та относительно пункта на¬ 
ведения 


ведения. Как указывалось вы¬ 
ше, под уравнением связи понимаем математические 
зависимости, связывающие ускорения объектов с изме¬ 
ряемыми параметрами и пролетом, характеризующим 
точность системы наведения. Рассмотрим эти уравнения. 


Уравнение связи между ускорением ракеты 
и ее сферическими координатами 

Пусть радиолокатор, находящийся на пункте управ¬ 
ления, измеряет угол места е, азимут р и дальность г до 
объекта, движущегося со скоростью V и ускорением /. 

Рассмотрим случай плоского движения, представлен¬ 
ный на рис. 1.6. 

Пункт наведения на рис. 1.6 расположен в начале ко¬ 
ординат хоу (точка о), а дбъект в точке А на плоско¬ 
сти хоу. Рассматривая проекции скорости на направле¬ 
ние вектора г и перпендикуляр к нему, получим: 


йг 

йі 

— V СОз(Ѳ — г); 

(1.37) 

аг 

<и 

= Ѵ §іп(0 — б), 

(1.38) 
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где е — угол места объекта и Ѳ — угол тангажа векто¬ 
ра скорости, отсчитываемые от прямой ох. 

Продифференцировав уравнение (1.38) по і и исполь¬ 
зовав уравнение (1.37), получим 

г — +2 — — =Ѵ г зіп(в’-в) + Ѵ’в сое (в —в). (1.39) 
Боковое ускорение объекта / может быть определено 


выражением 




/=кѳ. 

(1.40) 

Отсюда 

г +2 аг . аш -и 
ар 1 аі а( 

(1.41) 

Здесь 



/т 

— V зіп(Ѳ — г)4- / СОЗ (Ѳ — г) 

(1.42) 


— проекция полного ускорения объекта на перпенди¬ 
куляр к линии дальности, которое складывается из уско¬ 
рения за счет изменения величины вектора скорости и его 
направления. 

Особенность уравнений связи (1.38) и (1.41) состоит 
в нелинейностилевой части уравнения (1.41) относитель¬ 
но г и е и правых частей уравнений относительно 
е и Ѳ. 

Уравнение (1.41) линеаризуем, предполагая, что г 
меняется по заданному закону. В этом случае урав¬ 
нение (1.37) можно исключить, а в уравнении (1.41) рас¬ 
сматривать г как известную функцию времени. 

Если при этом рассматривать / т как внешнее воздей¬ 
ствие, то уравнение связи ускорения с углом места объ¬ 
екта становится линейным дифференциальным уравнени¬ 
ем второго порядка относительно е с переменными коэф¬ 
фициентами. 

Уравнение (1.41) используем при замороженных 
значениях дальности г и скорости объекта V, предпола- 
аг 

гая при этом, что — = у ; тогда, применяя преобразова¬ 
ние Лапласа, найдем 


е($) 1 
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или, учитывая уравнение (1.38), получим 


е (■?) __ 

т (ж 


СОз(Ѳ — е) 



Заметим, что при перемещении командного пункта со 
скоростью Ѵ 0 , направленной под углом Ѳ 0 к линии отсче¬ 
та ох, по аналогии с ранее полученным найдем 


— = Ѵсо&{В-г)-Ѵ 0 соз (Ѳ 0 —е); 
си 


іРг . 0 Лг Лі 
Г ^+ 2 ^ = ^’ 


(1.43) 

(1.44) 


где проекция суммарного ускорения /а на перпендику¬ 
ляр к г состоит из ускорений движения командного пунк¬ 
та /о и объекта сопровождения 

М — Ѵ $іп (Ѳ — е) — Ѵ' 0 8Іп(Ѳ 0 — е)-{-усоз(Ѳ—е)-- 

— у' в 'соз(Ѳ 0 — е). (1.45) 


Уравнение связи между ускорением ракеты 
и линейной координатой 

Обратимся к структурной схеме контура наведения. 
Выходным параметром системы является измеряемая 
координата ракеты, это угол места (азимут). Этот 
угол сравнивается с заданным значением угла, а их раз¬ 
ность используется для формирования управляющей 
команды. Повидимому, возможны системы телеуправле¬ 
ния, в которых разностная координата для вычисления 
команды умножается на дальность до ракеты. Такое 
формирование законов наведения позволяет достаточно 
просто менять величины упреждения методов в зависи¬ 
мости от условий наведения. В этом случае в качестве 
выходного сигнала системы удобно рассматривать линей¬ 
ную координату Н (рис. 1.7). Определим кинематическую 
связь между ускорением объекта и величиной 


Н=гг, 


(1.46) 
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Дифференцируя выражение (1.46) дважды по време¬ 
ни, получим 


іі 2 к А%г , | п Аг Аъ 

А& ~АР ' АР Аі Аі 


(1.47) 


Из сравнения уравнения (к47) с уравнением (1.44) сле- 
дует ___ 


АѴі . . А^г 

-— У 2 т | - 


(1.48) 


Уравнение (1.48) выражает связь между ускорением ра¬ 
кеты и второй производной линейного отклонения. 



Рис. 1.7. Связь линейной ко¬ 
ординаты к с координатами 
объекта 


На участках телеуправления в задачах наведения 
вторую производную по дальности считаем малой и вто¬ 
рым слагаемым в правой части уравнения (1.48) можно 
пренебречь. 

Таким образом, получаем 


с т 
аі 2 


— Уат* 


(1.49) 


где /л т определяется выражением (1.45) для движущего¬ 
ся пункта управления и выражением (1.42) для непо- 
-^ижного пункта. 

Особенность уравнения (1.49) по сравнению с уравне¬ 
нием (1.44)—его стационарность. Во многих задачах 
это свойство позволяет существенно упростить задачу 
расчета контура телеуправления. 


Уравнения связи ускооения ракеты 
и цели с их относительными координатами 

Рассмотрим плоское движение ракеты с ускорением 
/р и скоростью Ѵ р и цели, скорость которой Ѵ’ ц , 
а ускорение / ц . Пусть объекты находятся на расстоянии 
Д друг от друга. 

Обозначим через ц ( і ) текущий угол места (или ази¬ 
мут) вектора дальности (рис. 1.8) относительно некото- 
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рой неподвижной системы координат, а через Ѳ р и Ѳ ч 
углы векторов скорости Ѵ ѵ и Ѵ ц относительно линии от¬ 
счета. Рассматриваемый случай аналогичен визированию 
объекта с подвижного пункта управления. Поэтому урав- 



Рис. 1.8. Кинематика от¬ 
носительного положения 
цели и' наводящегося 
объекта 
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Рис. 1.9. * Определение линейных 
отклонений Ар и А ц 


нение связи < 7 (^) с / р и / ц аналогично уравнениям (1.44) 
и (1.45) и имеет вид 

Я$(/)+2/Й(/)=./, т , (1.50) 

где 

Уят = І^р зіп (0 г — д) — Ѵ п зіп (0 Ц —?)-}- 

+У р с °з (Ѳ Р — д) —У« соз (0 Ц — д). (1.51) 


Если в качестве параметра, характеризующего отно¬ 
сительное положение объектов, используется линейное 
рассогласование (рис. 1.9), представляемое в виде 

ДА=А зад Ар, (1.52) 


то можно записать 


ДА А зад Ар, 

где обозначено 

^заж ^"ц 5 ц“ЬУ^ (Гц, Гр)} 
Ар=г р е р , 


(1.53) 

(1.54) 

(1.55) 


Гр и г ц —дальности до ракеты и цели от пункта наве¬ 
дения; 

е р и е ц —их углы места. 

2 3663 


зз 


Используя уравнение (1.48), получим 


ДА—у'ат + г р б^-(- / ’и е и - 1'/( г д* г р)- (1.56) 

При малых значениях вторых производных г р , г ц и 
/(г р , Гц) имеем дй=ул т . (1.57) 

Этот случай по своему характеру близок к методу 
параллельного сближения [7]. Полученное уравнение 
определяет связь линейного отклонения, измеряемого от 
фиксированной в пространстве линии отсчета, с суммар¬ 
ным ускорением объектов / 2т , которое на основании вы¬ 
ражения (1.45) равно 

Улт 1/ц $іп (Ѳц— - о) “Ь Уц соз (Ѳд г 0 ) 


— Ѵ р зіп (6 р —г 0 )— у р соз (в р - во). (1.58) 

Иногда в качестве характеристики относительного по¬ 
ложения цели и ракеты используют линейные отклоне¬ 
ния вида 

Д& г =г р (е ц —е р ) (1.59) 

или 

Д /і 0 =Оц. ' (1.60) 

Величина Д Н г характеризует длину дуги, соединяющей 
ракету с точкой на радиусе-векторе цели г ц на расстоя¬ 
нии г р от пункта управления. 

Дифференцируя выражение (1.59) два раза и исполь¬ 
зуя уравнения (1.48), (1.38)-и (1.41), в которые введены 
индексы, обозначающие цель и ракету, получим 



^*Р \ ѵ п 8ІП ( 0 Ц — 6ц) 

Гц / Гц 


(1.61) 


при условии малости г р . При заданном законе изменения 
дальностей это уравнение стационарно по отношению к 
ускорению ракеты и включает переменные параметры по 
отношению к ускорению цели. 

Аналогично вторую производную Д Но в выражении 
(1.60) можно представить, учитывая уравнение (1.50), 
в виде 

Д Лд = Иц ~г Улт, (1.62) 

где /л т определяется выражением (1.51). 
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При малости И это уравнение стационарно и линей¬ 
но относительно проекции перегрузки на перпендикуляр 
к линии дальности 


ДА 0 =у'лт. 


(1.63) 


Уравнения связи пролета с ускорениями 
цели и ракеты 


Согласно определению пролета Я он является крат¬ 
чайшим расстоянием между целью и ракетой при усло¬ 
вии их прямолинейного относительного движения. При 
известных векторах скорости Ѵ р и К„, лежащих в одной 
плоскости, пролет может быть легко определен как 


проекция дальности на 
перпендикуляр к вектору 
относительной скорости 
У отн (рИС. 1. 10)' 

^отн = К ц -К р . (1.64) 

Можно показать, что 
в плоском движении 

о %>«(0 . (І . 65) 

І'отн 



Рис. 1.10. Понятие пролета 


При постоянной относительной скорости І/ 0 тн, диффе¬ 
ренцируя выражение (1.65) и учитывая уравнение (1.50), 
получим уравнение, связывающее пролет с ускорениями 
цели и объекта, в виде 


. ( 1 . 66 ) 

^отн 

где проекция суммарного ускорения на перпендикуляр к 
линии дальности /ц т определяется выражением (1.51). 
Поскольку в формуле (1.66) Ѵ , ОТ н=соп$1:, то 

О’ 67 ) 

ѵ ОТН 

т. е. равно оставшемуся времени полета до момента встре¬ 
чи і ъ . Поэтому формула (1.66) может быть также пред¬ 
ставлена в виде 


/ ? = (^в“0Уят. (1.68) 


2 * 
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Заметим, что на траекториях сближения, близких к 
встречным, пролет может быть приближенно выражен 
через линейное отклонение АЛ, определяемое выражени¬ 
ем (1.52). Действительно, при ео=<7 выражения (1.51) и 
(1.58) совпадают. Поэтому 

# = (*,-*) А*. (1.69) 

Интегрируя обе части этого уравнения по времени, по¬ 
лучим 

/?(*)=(*.-*) ДА + ДА (0. (1.70) 

Полученные уравнения связи описываются дифферен¬ 
циальными уравнениями и представляют собой инерци¬ 
онные элементы контура наведения. В системах телеуп¬ 
равления, когда сигналы ошибок представляются в виде 
линейных отклонений, уравнения связи в отличие от кон¬ 
тура самонаведения стационарны. 

Другим характерным элементом контура телеуправ¬ 
ления является метод наведения, наиболее часто ис¬ 
пользуемый в системах управления ракетами [11]. Как 
отмечалось, метод наведения определяет изменение во 
времени параметров заданной траекторий ракеты, обес¬ 
печивающей в отсутствии ошибок измерения ее попада¬ 
ние в цель. Поскольку точность наведения^определяется 
пролетом, то любой закон изменения параметров траек¬ 
тории ракеты, обеспечивающий нулевой пролет в момент 
встречи, может быть принят в качестве закона наведения. 
Очевидно, существует бесчисленное множество методов 
наведения, удовлетворяющих требованию нулевого про¬ 
лета (или дальности) в один момент встречи. Другими 
словами, для данной траектории цели существует бес¬ 
численное множество пересекающих ее, по крайней ме¬ 
ре в одной точке, траекторий ракеты. 

Поэтому при выборе метода наведения принимаем 
во внимание ряд дополнительных требований к траекто¬ 
рии движения ракеты. Наиболее существенными считаем 
два требования: 

1 — траектория должна определяться параметрами 
цели, которые могут быть измерены с достаточно малы¬ 
ми ошибками; 

2 — ускорения при движении по траектории, опреде¬ 
ляемой законом наведения, должны быть малыми. При 
этом должны быть максимально использованы баллисти¬ 
ческие возможности ракеты. 
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Следует отметить, что эти требования приводят при 
выборе метода наведения к необходимости учета ошибок 
измерения датчиками информации параметров траекто¬ 
рии цели и ракеты в различных условиях; анализа влия¬ 
ния этих ошибок на точность наведения; значении распо¬ 
лагаемых ускорений ракеты; времени ее полета до точки 
встречи. Строго говоря, метод наведения может быть оп- 
педелен только совместно с контуром управления с уче¬ 
том систематических и случайных ошибок радиолокато¬ 
ров и счетно-решающих устройств, а также маневренных 
возможностей ракеты. При этом задача выбора закона 
наведения выходит за рамки кинематического анализа 
процесса наведения и становится задачей синтеза систе¬ 
мы наведения с учетом динамических характеристик ее 
элементов. 

Эта задача достаточно сложна и ее математическая 
формулировка, а также возможные пути решения будут 
рассмотрены ниже. Здесь мы ограничимся рассмотрением 
некоторых классических законов наведения, которые яв¬ 
ляются предельными случаями указанных требовании. 
Идеальным методом наведения с точки зрения необхо¬ 
димого ускорения ракеты, расходуемого на^управление, 
является метод наведения, обеспечивающий ее полет в 
точку встречи с целью без ускорения. В принципе он мо¬ 
жет быть реализован, например, при движении ракеты 
по баллистической траектории, учитывающей характер 
изменения скорости ракеты, имеющей начало в точке 
старта, а конец в точке встречи и лежащей в вертикаль¬ 
ной плоскости, проведенной через эти две точки [24, 21, 
31]. При заданном режиме работы двигателя и известной 
точке встречи такая траектория может быть осуществле¬ 
на при управлении начальным углом и величиной векто¬ 
ра скорости в момент старта или начала пассивного уча¬ 
стка. Однако с точки зрения использования баллистиче¬ 
ских возможностей ракеты (обеспечение максимальной 
дальности активного полета, максимальной средней ско¬ 
рости и т. д.) этот метод может оказаться не опти¬ 
мальным [7]. 

Другим существенным недостатком этого метода мо¬ 
жет быть необходимость определения координат точки 
встречи и полетного времени по траектории с высокой 
точностью, определяемой величиной конечного пролета. 
Для этого необходимо осуществлять пролонгацию траек¬ 
тории цели на длительное время. Большие вычислитель- 
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ные трудности представляет также задача точного опре¬ 
деления времени полета ракеты до точки встречи, ко¬ 
торая может быть сведена к системе трансцендентных 
уравнений. 

Таким образом, вопрос о возможности использования 
закона наведения, обеспечивающего полет в точку встре¬ 
чи, может быть решен при известных характеристиках 
точности датчиков, вычислителей для определенных клас¬ 
сов целей. 

К группе методов наведения, основанных на пролон¬ 
гации траектории цели, относится также метод парал¬ 
лельного сближения, который обеспечивает прямолиней¬ 
ный полет ракеты в точку встречи с целью, движущейся 
прямолинейно с постоянной скоростью. При выполнении 
гипотезы о прямолинейности полета цели и отсутствии 
ошибок измерения координат ускорения ракеты необ¬ 
ходимы лишь для компенсации силы тяжести, т. е. 
§ = 9,8 місек 2 . 

Прямолинейная траектория движения ракеты в точ¬ 
ку встречи осуществляется, если вектор дальности раке¬ 
та цель имеет постоянное направление (ориентацию) в 
пространстве, т. е. перемещается параллельно самому 
себе. ' 

Действительно, линия дальности И будет неподвижна, 
если угловая скорость ее вращения д равна нулю. Из 
рис. 1.8 можно получить уравнение, связывающее д и про¬ 
екции скоростей ракеты Ѵ ѵ и цели Ѵ ц на перпендикуляр 
к линии дальности: 


^=К р 5Іп(0 р -?)-К д 5Іп(Ѳ ц — д). (1.71) 

При Оф О 

4=0, (1.72) 

если ^р 8 іп(Ѳ р — <70= Ѵ'дЗІіЦѲ,, — д). (1.73) 


При постоянных Ѵ р и Ѵ ц равенство (1.73) является ус¬ 
ловием встречи двух тел, летящих прямолинейно с по¬ 
стоянными скоростями. Это утверждение следует из 
рис. 1.11, где В обозначена точка встречи, а АВ — пер- 
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пендикуляр к линии дальности Я между ракетой Р и це¬ 
лью Ц. Поскольку для встречи в точке В необходимо 


ВЦ _ ВР 


(1.74) 


но 


ВЦ = 


ВА 

5ІП (Ѳц— Я) 


ВР = 


ВА 

зіп (Ѳ р — Я) 




то из соотношения (1.74) получаем выражение (1.73). 


Таким образом, условие по¬ 
стоянства направления вектора 
дальности ракета-цель есть усло¬ 
вие прямолинейного полета в точ¬ 
ку встречи при постоянных ско¬ 
ростях Ѵ р и Уц. 

В зависимости от измеряемых 
параметров траекторий цели и 
ракеты метод параллельного 
сближения может быть осущест¬ 
влен условием (1.72), если изме¬ 
ряется угловая скорость линии 
дальности Д либо условием 


0(^)г=сопз1, (1.75) 



тика связи ц с ли¬ 
нейными отклоне- 
ниями 


если измеряется угол вектора И в какой-либо системе 
координат, либо условием 

АА=Л я ,д(/)-А р (0 = 0; 

Аза д (*) = г д 8ІП ( г « — е о); Ар = Гр 8ІП ($р — е 0 ), 

если измеряются линейные отклонения цели и ракеты от 
фиксированной линии отсчета, расположенной под углом 
со- Различия между условиями (1.72), с одной стороны, 
и (1.75), (1.76) —с другой, состоят в том, что в первом 
случае положение вектора Г) в пространстве не фиксиро¬ 
вано, и он остается параллельным направлению, которое 
имело место в начальный момент выполнения условия 
(1.72). Во втором случае система наведения стремится 
обеспечить параллельнобТБ' вектора О фиксированной ли¬ 
нии отсчета. 

Поэтому условия (1.75) и (1.76) являются более же¬ 
сткими в общем случае требованиями, чем условие (1.72). 


} (1.76) 
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Уравнение связи (1.50) позволяет оценить потребные 
ускорения ракеты при наведении по методу параллель¬ 
ного сближения на маневрирующую цель. 

Для обеспечения условия д = д=0 из уравнения (1.50) 
необходимо, чтобы суммарная проекция ускорения на 
перпендикуляр к линии дальности /л т равнялась нулю, 
начиная с момента іо, в который д(іо)—0. Из (1.51) при 
этом следует, что проекция ускорения ракеты на перпен¬ 
дикуляр к вектору О должна быть равна проекции уско¬ 
рения цели на это направление. Поэтому потребные уско¬ 
рения ракеты для обеспечения метода параллельного 
сближения близки к ускорениям цели. 

Из выражения для определения пролета (1.66) сле¬ 
дует, что при методе параллельного сближения он равен 
•нулю при любом і. Недостатком метода параллельного 
сближения, как, впрочем, и любого «упрежденного мето¬ 
да», является необходимость, помимо остальных пара¬ 
метров, знания дальности от пункта управления до це¬ 
ли. Поскольку дальномерный канал радиолокатора менее 
помехозащищен, чем угломерные каналы [7], то он опре¬ 
деляет низкую помехозащищенность метода, если цель 
снабжена помехами. Кроме того, в связи с большим 
упреждением флюктуационные ошибки и перегрузки ра¬ 
кеты могут быть выше, чем при других методах и в нор¬ 
мальных условиях .наведения. Реализация метода связа¬ 
на с определенными трудностями. Этих недостатков ли¬ 
шен трехточечный метод наведения, или метод накрытия 
цели (11], не требующий измерения дальности от пункта 
управления (радиолокатора) до цели. 

При трехточечном методе наведения ракета должна 
находиться на линии, соединяющей пункт управления с 
целью. Это требование будет выполнено, если имеет ме¬ 
сто равенство при плоском движении 

г Р = Е «; Рр=Рц (1-77) 

или 

ькт=г р {г ѣ — ®р)=0. (1.78) 

Поэтому метод может быть осуществлен при измерении 
только угловых координат цели (угла места е ц и азиму- 
та р ц ). 

Закономерности трехточечного метода наведения мо¬ 
гут быть проанализированы на основании равенства 
(1.77), следствием которого является равенство угловых 
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скоростей линии дальности ракета-цель и угла места 
цели, т. е. 


?=’««. (1.79) 

Если цель летит прямолинейно при Ѳ ц = 180° с постоянной 
скоростью Ѵ ц , то ее полярные координаты определяются 
из (1.37) и (1.38) уравнения¬ 
ми (рис. 1.12). 

г ц =—'1/ ц созе ц ; (1.80) 

г ц 5 ц =К ц 8Ше ц . (1.81) 

Как следует из рис. 1.12, 
параметр цели р, т. е. кратчай¬ 
шее расстояние от оси х, опре¬ 
деляется выражением 

/>=г ц 8іпг ц . (1.82) 

Подставляя выражение (1.82) в уравнение (1.81), на¬ 
ходим 



Рис. 1.12. Кинематические 
связи при трехточечном ме¬ 
тоде наведения 


ед _.Уи 
8ІП 2 е ц р 

% 

Из этого уравнения следует 

^(Ю^+агсс^^-. 

Р 


(1.83) 


(1.84) 


При условии (1.77) из уравнения (1.38) имеем 

Ѵи=Ѵр8Іп(0р— е ц ), (1.85) 

отсюда 

® р (0= е и+ агс$іп -0^2-. (1.86) 

Это выражение определяет угол наклона вектора ско¬ 
рости ракеты при движении по трехточечной траектории. 
Ускорения ракеты, возникающие при этом, могут быть 
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определены дифференцированием выражения (1.86) по 
формуле 

Л=^рвр, (1.87) 

либо из уравнений (1.50, 1.51) при У ц =У р =/ ц =0, т. е. 


М*) 


В е п “Ь 2/)вц 



( 1 . 88 ) 


Как показывают расчеты, нормальные ускорения ра¬ 
кеты І Р ({) при трехточечном методе наведения сущест¬ 
венно зависят от условий встречи с целью и могут до¬ 
стигать значительных величин. 

Поэтому обычно в трехточечный закон наведения 
вводят поправки упреждения еупр, спрямляющие траек¬ 
торию полета ракеты. Методы наведения с упреждени¬ 
ем, сформированные на основе трехточечного метода, мо¬ 
гут быть записаны в виде 


е р =е ц - 1 _г упр. (1.89) 

Соответствующим выбором е уП р можно получить со¬ 
вокупность методов, занимающих промежуточное поло¬ 
жение между трехточечным методом и методом парал¬ 
лельного сближения. 

При 

е уп р = агсзіп [^7 8 ; П («„ - — (е ц - е 0 ), (1. 90) 

где ео — угол линии отсчета, метод, заданный соотно¬ 
шением (1.89), совпадает с методом параллельного сбли¬ 
жения. ' 

Если 

5 упр = е т.в ®Ц> (1.91) 


где е т .в — угол встречи ракеты с целью, то метод 
(1.89) обеспечивает прямолинейный полет ракеты в точ¬ 
ку встречи при 1/р=сопзі В частности, е упр в соотноше¬ 
нии (1.89) может быть вычислен при различных гипоте¬ 
зах движения цели до встречи, например: 



где і в — момент встречи. 
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(1.92) 




Предположив, что скорость изменения угла места це¬ 
ли и скорость сближения цели и ракеты І) постоянны, 
получаем из выражения (1.92) 


• —' Л 

е упр _ ®Д Г) » 


(1.93) 


где І> — текущее расстояние между целью и ракетой. 

При рассматриваемых условиях метод, заданный со¬ 
отношением (1.93), обеспечивает полное спрямление 
траектории ракеты. Однако такой метод, как и метод па¬ 
раллельного сближения, чувствителен к случайным 
ошибкам. Поэтому целесообразно рассматривать частич¬ 
ное упреждение'траектории цели в виде 


учр 




В_ 

Ё> 




(1.94) 


где х< 1. 

Соотношение (1.94) определяет значение упрежден¬ 
ного угла места цели в промежуточной точке между те¬ 
кущим положением цели и точкой встречи, определяемой 
значением коэффициента к. Степень упреждения к зави¬ 
сит от соотношения между случайными и инструменталь¬ 
ными ошибками измерения координат и потребными 
перегрузками метода. Определяющими могут оказаться 
дополнительные требования. Например, некритичность 
метода к маневру цели в точке встречи и т. д. Различ¬ 
ную кривизну траекторий полета ракеты в одинаковых 
условиях наведения обеспечивает метод наведения, на¬ 
зываемый методом пропорциональной навигации [18]. 
В этом методе угловая скорость вектора скорости ра¬ 
кеты Ѳр пропорциональна угловой скорости вектора 
дальности ракета — цель д: 

в,=^, (1.95) 

где к — навигационная постоянная. 

Можно показать [7], что при к —>-оо метод пропорцио¬ 
нальной наригации совпадает с методом параллельного 
сближения, а при к= 1 с методом наведения по кривой 
погони, при котором необходимые ускорения ракеты 
стремятся к бесконечности [11]. 

Однако в отличие от самонаведения при использова¬ 
нии метода пропорциональной навигации в системе теле¬ 
управления возникают трудности вычисления д по дан- 
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ным наземных радиолокаторов. Например, если измеря¬ 
ются полярные координаты, то в плоском движении 
необходимо определять производную выражения 


?(0=агсів 


г ц 8ІП (е ц — е 0 ) — Гр зіп (е р — е 0 ) 

Гц СОЗ (Ец — г 0 ) — Гр соз (Ер — е 0 ) 


(1.96) 


что может быть осуществлено с необходимой точностью 
только с применением цифровых вычислительных машин. 
Кроме того, при телеуправлении по методу пропорцио¬ 
нальной навигации обычно существенно возрастают 
флюктуационные перегрузки в конце участка наведения, 
что во многих случаях может оказаться недопустимым. 
Анализ методов наведения [7, 18; 11] показывает, что при 
наличии информации о дальности до цели наряду с ее 
угловыми координатами может быть обеспечена траекто¬ 
рия движения ракеты, близкая к прямой линии при пря¬ 
молинейном движении цели. Ускорения ракеты в процес¬ 
се наведения при этом определяются ошибками измере¬ 
ния координат цели и ракеты. Отказ от измерения 
дальности до цели (трехточечный метод наведения) при¬ 
водит к значительной кривизне траектории ракеты. Вме¬ 
сте с тем анализ влияния ошибок измерений на потреб¬ 
ные ускорения ракеты при том или ином методе наведе¬ 
ния может быть проведен лишь при рассмотрении 
контура управления в целом. При этом возникает задача 
определения оптимального метода наведения и метода 
обработки инфррмации в системе [31]. Эта задача будет 
рассмотрена в дальнейшем. 






Глава II 


МЕТОД ОПТИМИЗАЦИИ 
КОНТУРА УПРАВЛЕНИЯ 


Как следует из гл. I, существенную роль в системе 
телеуправления играют ограничения как на управления, 
так и на фазовые координаты. В связи с этим во второй 
главе излагается метод определения оптимальных зако¬ 
нов управления с учетом ограничений, который применя¬ 
ется в последующих главах к различным задачам рас¬ 
чета систем телеуправления. 

2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Основной задачей контура управления в системе те¬ 
леуправления, решающей задачу наведения, является 
обеспечение точности в момент встречи і ъ - Как отмеча¬ 
лось в 1.2, точность наведения может характеризоваться 
математическим ожиданием М от скалярной функции р 
вектора фазовых координат цели и наводящегося объек¬ 
та ж в момент встречи. Таким образом, в качестве кри¬ 
терия качества контура управления I рассматривается 
функционал 

/=л*{^иу]>. (2.і) 

Вектор фазовых координат наводящегося объекта и це¬ 
ли х размерности яХ І удовлетворяет системе дифферен¬ 
циальных уравнений, которая в общем случае записыва¬ 
ется в виде 

х=/(х, и, ѵ, 1, *); х{і 0 )=х\ (2.2) 

где х— {хи х 2 , •••> *п}, и иѵ — управляющие воздейст¬ 
вия на наводящийся объект и цель. 
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В частности, и и ѵ могут являться ускорениями этих 
объектов или характеризовать углы отклонения рулей и 
т. д. В общем случае они являются векторами размерно- 
стии(гХІ) кѵ(тх\). 

Вектор случайных воздействий 1(геХІ) характеризует 
возмущения, действующие непосредственно на наводя¬ 
щийся объект. В системе телеуправления \(і) является 
в основном следствием ошибок линии передачи команд и 
описывается белым шумом (1.3) с известной дисперсион¬ 
ной матрицей М(і): 

м И (4) 1 Т (4)1 =м{і г ) ь (4 -у. ( 2 .3) 

Значения вектора фазовых координат х в момент іо 
являются случайными начальными условиями процессов 
наведения и имеют известные статистические характери¬ 
стики. 

Момент встречи / в определяется из условия миниму¬ 
ма дальности от наводящегося объекта до цели /): 

0(і в )=М{0[х(і), і)} (2.4) 

і 

на рассматриваемом интервале времени (і 0 ,, Т), или ми¬ 
нимума функции Д*(/)] в функционале (2.1). 

Вектор управлений наводящегося объекта и в общем 
является детерминированным оператором от вектора из¬ 
мерений ^размерности (/XI). Управление будем считать 
физически осуществимым, если в момент і оно зависит 
лишь от значений г, полученных в прошлые моменты вре¬ 
мени, т. е. 

и=и{г{х), і), т</. (2.5) 

Вектор измерений содержит данные о фазовых коор¬ 
динатах наводящегося объекта и цели, получаемые ра¬ 
диолокаторами системы телеуправления, с ошибками 
»(/). Поскольку ошибки, являющиеся векторным белым 
шумом размерности (/XI) с корреляционной матрицей 

м \П ( 4 ) « г ( 4 )] =ы (4) 8 (4-4). (2.6) 

содержат не только аддитивные, но и мультипликатив¬ 
ные составляющие, вектор г записывается в общем ви¬ 
де выражением 
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г—г{х, п, і). 


(2.7) 


Согласно 1.2 вектор управлений и(і), как и вектор 
ѵ(і), удовлетворяет «жестким» ограничениям 

и^и, ( 2 . 8 ) 

т. е. принадлежит замкнутой (имеющей фиксированную 
границу) области II и интегральным ограничениям в 
виде 

Ѵ(9в(0*(0<#|<:*. (2.9) 

где матрица ${і ) (гХг) положительно-определенная. 

Смысл условий (2.8) и (2.9) разъяснен в 1.2. 

Контур управления будем называть оптимальным, 
если управляющее воздействие и(і) минимизирует кри- 
терий (2.1) и удовлетворяет ограничениям (2.8) и (2.9) 
при заданных статистических характеристиках случай¬ 
ных возмущений !(/) и п(і) и начальных условий х(іо). 

При этом поведение цели может быть задано либо 
априорными статистическими характеристиками, либо 
оказывающим противодействие наводящемуся объекту в 
пределах ее энергетических и информационных возмож¬ 
ностей. В последнем случае цель, создавая организован¬ 
ные помехи, может изменять структуру вектора 2 [см. 
выражение (2.7)] и выбирать закон управления ®(<) для 
увеличения критерия (2.1) [22]. 

Рассматриваемая задача оптимизации управления 
и(і) представляет собой специфическую варцационную 
задачу, особенность которой определяется зависимостью 
функционала / [см. выражение (2.1)] от момента встре¬ 
чи і ъ , который, в свою очередь, зависит от процесса на¬ 
ведения. В частном случае при заданном і в рассматривае¬ 
мая задача сводится к задаче управления конечным со¬ 
стоянием. Если, условие (2.4) совпадает с функционалом 
(2.1), то задача оптимизации является вариационной за¬ 
дачей с произвольным правым концом. Когда условие 
(2.4) может быть представлено в виде дифференциаль¬ 
ного или алгебраического соотношения, приходим к зада¬ 
че с условием трансверсальности на правом конце. 

Сформулированную выше задачу при нефиксирован¬ 
ном виде зависимости управления и от вектора г назовем 
задачей оптимизации в произвольном классе управлений. 

Большой практический интерес могут представлять 
также задачи оптимизации управления при частично или 
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полностью заданной структуре управления, т. е. при за¬ 
данном классе операторов, определяющих зависимость 
вектора и от измерений г и времени I. При этом опреде¬ 
ляются оптимальные значения постоянных величин или 
функции времени. 

Многие принципиальные результаты для систем теле¬ 
управления могут быть получены при рассмотрении ли¬ 
нейной системы наведения. В этом случае система урав¬ 
нений (2.2) имеет вид 

~\~ВуЧ) 

*(* 0 )=л; в , 

где А, В и , В ѵ — матрицы размерности ( пХп ), (яХг) и 
и ( пХт ) соответственно, а вектор управлений и(г, і) 
является линейным оператором от вектора г 

і 

»(*)=( т)г(т)</т, (2.11) 

<0 

где, хю (і, т) матрица (/*Х0 импульсных переходных функ¬ 
ций, определяемая при решении задачи. В линейной за¬ 
даче вектор г также предполагается линейной функцией 
фазовых координат 

г=Сх-\-п. (2.12) 

Матрица С в уравнении (2.12) размерности (ІХп) по¬ 
зволяет выделить из вектора х измеряемые в системе на¬ 
ведения фазовые координаты. 

Для систем телеуправления характерна возможность 
сведения задачи к рассмотрению линейной стационарной 
системы наведения. В этом случае матрицы А, В и , В ѵ и 
С являются постоянными, а 

т>(і, т)= тю(і —т) 
сводится к функции одной переменной. 

2.2. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ УПРАВЛЕНИЯ 

Получим сначала необходимые условия оптимально¬ 
сти управления для фиксированного момента встречи 
і в и статистически заданного поведения цели ѵ(1). Эта 
задача сводится к минимизации функционала 

(<в 

/=шіп м Г / 0 (дг, я, ѵ, і, т) аг+Р і*(д] 

«бу 14 


(2.13) 


( 2 . 10 ) 
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где математическое ожидание М означает среднее по 
начальным условиям *°, возмущениям %(і) и п(і), а так¬ 
же управлениям цели ѵ(і). Функция [ 0 (х, и, ѵ, |, I) учи¬ 
тывает интегральные ограничения на управления и(і). 

Фазовые координаты х(і) удовлетворяют уравнениям 
(2.2), а функции Д-, /=0, 1,... предполагаются непрерыв¬ 
ными ограниченными функциями своих аргументов и 
дважды дифференцируемыми по ж и и. 

Ограниченность области V возможных значений уп¬ 
равлений и (і) вызывает трудности применения класси¬ 
ческих методов вариационного исчисления. Поэтому для 
решения этой задачи более удобно использовать методы 
динамического программирования или принцип макси¬ 
мума [3, 15]. 

Для получения условий оптимальности и(і) в форме 
уравнения динамического программирования обозначим 

і 

<Р ] к (0, *] = ]"7о (•*, и, ѵ, т) йх + Р [ к (4)]. (2.14) 

І 


Тогда 

/=тіпМ[ср(л:(д, і 0 )]. ( 2 . 15 ) 

йен 

Заменяя в выражении (2.14) I на і+Аі и вычитая его 
из (2.14), получим 

— 9 [^(^"Ь АО» 

+ [ /о( х > и» 1. т)</т. (2.16) 

І 

Пусть далее іо обозначает момент начала измерений 
вектора г в выражении (2.7). В общем случае момент 
начала поступления информации не совпадает с мо¬ 
ментом і 0 начала процесса управления, более того обыч¬ 
но Г о<іо- 

Используем свойство условных математических ожи¬ 
даний, по которому предварительное усреднение при уве¬ 
личении объема заданной информации по сравнению с 
объемом информации при последующих усреднениях не 
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изменяет результата усреднения [12]. Математически 
этот факт выражает равенство 


М | л Ѵ(г) 

при т^. 

Здесь ѵ произвольная функция (функционал) наблю¬ 
дений г , математическое ожидание от которой существу¬ 
ет, через г** и 2% обозначена совокупность (реализа¬ 
ция) измеренных значений вектора г соответственно на 
интервалах времени (^о, і) и (/о, т). 

На основании соотношения (2.17) и учитывая, что в 
функционале (2.13) усреднение осуществляется при от¬ 
сутствии измерений, получаем, что минимум функциона¬ 
ла / будет обеспечен выбором управления, минимизиру¬ 
ющего функционал / при условном математическом ожи¬ 
дании 



/=тііШ|>(*(/ 0 )Л)| , 

иеи 


І о ’ 
* 

'о] 


где использовано выражение (2.15). 
Обозначим далее 


/)= шіп М Гср (лг(^), і ) і 

' г,* 

и ( ®€(/ I 'о 


(2.18) 


(2.19) 


значение функционала, получаемого выбором значений 
управления на интервале (і, і в ) при полученных измере¬ 
ниях до момента і. Тогда минимизируемый функционал 
(2.18) может быть представлен в виде 


’(г% 0= тіп М. X 
1 \ ) и іЛи еа 


X 


/ 0 +Д/ 

5(гг;і +А< , / 0 +Д^)+ | ^ • (2.20) 


При получении зависимости (2.20) использовано выра¬ 
жение (2.16), свойство условных математических ожида¬ 
ний по отношению к функции <р(*(й>+Л0> ^о+ДО и факт 
независимости второго слагаемого в правой части (2.16) 
от значений управлений на интервале (/+Д/, і ъ )- Как 
обычно при получении уравнения Беіллмана, момент іо яв* 
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ляется произвольным, поэтому условие оптимальности 
управления и зависимости (2.20) должно быть выпол¬ 
нено для произвольного і интервала управления: 

5 (г 1 *, /1= шіп М X 
1 0 } «'+ д 'е и 


Х [ 5 КГ’ ^ + А *) + I /.(*. »> т ) йГт |,|.^ (2- 2 І ) 

Необходимое условие оптимальности (2.21) является 
функциональным уравнением, решение и исследование 
его — трудная задача. Поэтому преобразуем это условие 
к форме принципа максимума, что позволяет в ряде за¬ 
дач использовать приближенные методы решения. Для 
этого запишем уравнение (2.21) в виде равенства 

тЫМ[у{х{і-\-М), * + Д*)-?(*(*), 0 + 

и'в 6і / 


/+д/ 

*}■ І /о(*. 


и , т)й?т 



=0 


( 2 . 22 ) 


на основании определения функции <р(х, і) по 
нию (2.14), 


і+ д< 

'?(*(* +А*), * + д9 —?(•*(/), <) = Г ^ - х ’ Т) й%. 

^ • ах 

і 


уравне- 


(2. 23) 


Поэтому соотношение (2.22) 
компактной форме 


шіп М 




можно переписать в 


«, ѵ. 



= 0 . 


более 
(2. 24) 


Очевидно, что равенство (2. 24) будет выполнено, ес¬ 
ли в каждый момент і управление и(і ) определить из 
условия 


ппп 

иди 


іп М - 
=*/ 


(*, О 

йі 


Из определения полной производной 
<іу(х у і) _ д<?(х,і) , д<?(х,і) 


йі 


ді 


/о (х, ѵ, і) I % 1 — 0 . (2.25) 

I о ^ 
щной 

/{х,и,ѵ,і). (2.26) 


дх 
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Обозначим через ф(/) вектор-функцию размерности 
(п-НХІ) с элементами 


%=-и 




(2.27) 


дхі } ( 2 . 27 ) 

. _ ду(х, і) 

Ь+1 ~ , 
и введем стохастический гамильтониан, равный скаляр¬ 
ному произведению 

Н(х, ф, в, ѵ % і)= ф т (*)/(-*, «, і), (2.28) 

где вектор / имеет размерность ( п+ 1X1); 

/{х, в, ѵ , *)={/ 0 {х, в, ѵ, і), / Х {х, и , ѵ, і), 1>, (2.29) 

где /(*, и, ѵ, і) вектор («XI), составляющий правую 
часть системы (2.2). 

Используя выражение (2.16), можно переписать ус¬ 
ловие оптимальности управления (2.13) в форме стоха¬ 
стического принципа максимума 


тахМ ГЯ(лг, ф, в, ѵ, й < 1 =0 - 


(2.30) 


Вектор ф(/) может быть определен системой уравнений 
аналогично принципу максимума в детерминированном 
случае [13]. Дифференцируя выражение (2.27), получим 

й <1 _ д2у (X, і) дЦ(х, і) - Л /о зп 

йі дхді Ьхдх /(■*•*» 

где д 2 ?(*. ^ —матрица («X в) с элементами ——-. 

дхдх ѵ дХідх] 

Согласно определению функции <р(дг, і) [см. выражание 
(2.14)] и соотношению для полной производной (2.26), 
получим 

/о(*. «,®Я)-^^-/(лг, в, ѵ % і). (2.32) 

Подставляя выражение (2.32) в соотношение (2.31), на¬ 
ходим 

_ дН (X, ф, И, /) /оооч 

я/ — II » 
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(2.34) 


или, учитывая обозначение (2.28), 
а Ф _ фт а/(л:. и, ѵ, о 
йі дх 

Система п дифференциальных уравнений (2.33) совпада¬ 
ет с системой уравнений для сопряженных функций в де¬ 
терминированном случае принципа максимума [15]. На¬ 
чальные условия для этой системы могут быть найдены 
из выражений (2.27). При і=і ъ \ 

<р(лг,д=/ 7 [дг(4)] (2.35) 


и вектор 


ЧЧО= 


<^ [*«■)] 
дх (і в ) 


(2.36) 


Особенность рассматриваемой статической задачи по 
сравнению с детерминированной состоит в том, что га¬ 
мильтониан Н(х, ф, и,ѵ, I ) и функции ф(0 являются слу¬ 
чайными, а система уравнений (2.33) стохастической 
системой дифференциальных уравнений. Поэтому числен¬ 
ные методы к решению этой задачи могут быть примене¬ 
ны лишь в частных случаях, что существенно усложня¬ 
ет процедуру получения оптимального управления и. 

Поскольку гамильтониан Я является функцией от 
-значения управления и в момент і, которое зависит от 
реализации 2 лишь на интервале наблюдения до момен¬ 
та і, управление и(і) в формуле (2.30) является неслу¬ 
чайным по отношению к условному математическому 
ожиданию и может быть вынесено за его знак. Операция 
усреднения применяется в условии оптимальности (2.30) 
по отношению к функциям /(«, х, ѵ, |, і), ф и х. Резуль¬ 
тат усреднения формулы (2.30) не зависит от перемен¬ 
ных ф и х, а является функцией только наблюдаемых ве¬ 
личин 2 на интервале (^о, і )• Поэтому управление 
и(і), определенное из формулы (2.30), также будет за¬ 
висеть только от полученных значений вектора 2 на ин¬ 
тервале (^о, і) и будет удовлетворять условию физиче¬ 
ской осуществимости (2.5). 

Условия оптимальности (2.21) и (2.30) эквивалент¬ 
ны, поскольку они вытекают одно из другого, и являют¬ 
ся необходимыми условиями оптимальности управления 
и\г, і) в том смысле, что могут быть получены на основе 
исследования первой вариации функционала / и не учи¬ 
тывают характера вариации I второго порядка. 
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Выше предполагалось, что момент встречи і в изве¬ 
стен. В задачах наведения момент і ъ можно рассматри¬ 
вать как функцию фазовых координат, определяемую 
условием типа (2.4). Если это условие может быть вы¬ 
ражено в виде алгебраического или дифференциального 
соотношения вида 

, и, і,)=с, (2.37) 

то его можно рассматривать как ограничение на значе¬ 
ния фазовых координат и момент встречи і в . Учет такого 
типа условий в вариационном исчислении осуществляет-і 
ся с помощью условий трансверсальности [6]. Уравнения 
оптимальности (2.21) и (2.30) при этом остаются в силе, 
а граничные условия (2.36) на сопряженные переменные 
ф(^) изменяются. 

2 . 3 . УЧЕТ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ 

В УСЛОВИЯХ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

Условия оптимальности (2.21) и (2.30) получены в 
предположении, что управление и(і ) определено в замк¬ 
нутой области і/, т. е. не превосходит, например, в каж¬ 
дый момент времени определенной величины. 

В задаче, рассмотренной в 2.1, существенную роль иг¬ 
рают также интегральные или изопериметрические огра¬ 
ничения, которые представляются в виде неравенств: 

714 ^ /п+ г(-^> ®» 7)й?^ (2.38) 

или 

| /«+ 2 (*. и. *)М<с, (2.39) 

і о 

где См и с известные постоянные величины, вектор х 
удовлетворяет системе уравнений (2.2), скалярные функ¬ 
ции /п +2 знакоопределены, непрерывны и дважды диф¬ 
ференцируемы по переменным х, и, і ъ области их опре¬ 
деления. Операция математического ожидания в (2.38) 
берется по начальным значениям фазовых координат х°, 
случайным возмущениям и ошибкам измерений. 

Если обозначить 

л+ 2~ /п+ 2 (-*"! И, І)\ -^л+2 (У = 0, (2.40) 

где х п +2 компонента расширенного вектора фазовых ко- 
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ординат х , то неравенства (2.38) и (2.39) можно запи¬ 
сать в компактном виде 


44 [х п+ 2 (4)] ^ ^м* (2.41) 

* Л +2(0<^ ( 2 ‘ 42 ) 

Различие между ограничениями (2.41) и (2.42) состоит 
в том, что второе из них должно выполняться для каж¬ 
дой реализации случайных начальных условий и возму¬ 
щений, а первое ограничивает значение фазовой коорди¬ 
наты только в среднем и может нарушаться в опреде¬ 
ленных реализациях. Поэтому условие (2.42), 
эквивалентное ограничению в детерминированных зада¬ 
чах, является более жестким, чем ограничение (2.41), и 
не может быть выполнено, в частности, при неограничен¬ 
ном законе распределения х п +2 Для конечной констан¬ 
ты с. Для учета ограничений (2.41) и (2.42) в условиях 
оптимальности (2.30) используем метод перехода от 
замкнутой области изменения значения координаты 
х п + 2 (ів), определяемой неравенствами, к открытой об¬ 
ласти изменения координаты [19]. 

Для ограничения (2.42) это может быть осуществлено 

с помощью функции хм координаты х п +і(ів) такой, что 


У.м( Х п+2 )—{ 


Мх 


если М[х п+2 (і в )]]<с м 
„ _п 


(2.43) 


' м 


дх 


п+2 


если М[х п+2 {і в )]>с м 


при изменении х' п+<і в открытой области. 

Используя далее метод множителей Лагранжа и учи¬ 
тывая, что вариация 

Ш [х п+2 (0]= Ч +2 (О, (2- 44 ) 

ах п+2 

получим аналогично детерминированному случаю [19], 
что постоянный множитель Лагранжа ф и+ 2 должен удов¬ 
летворять условию 

%^±2І=0. (2.45) 

» х ял.2 
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С учетом дополнительного уравнения (2.40), определяю¬ 
щего компоненту х п +2 вектора фазовых координат, функ¬ 
ция Гамильтона (2.28) запишется в виде 

Н{х, ф, и, і)=$ т /(х, и, I, ѵ, 0+Фл+«/»+«(*. и. О, 

(2.46) 

а условие оптимальности (2.30) определится уравнением 

шах М\Н(х, ф, и,і)\ . ^О, (2.47) 

.те, [ 

где Я- определяется выражением (2.46). 

Сравнение условий оптимальности с учетом ограниче- 

ния (2.41) и без него показывает, что при — А- ^0, 

& х п+2 

т. е. когда условие (2.41) выполняется при строгом не¬ 
равенстве (2.43) множитель ф п +2 в (2.45) должен быть 
равен нулю и условия оптимальности (2.47) совпадают 
с (2.30). Поэтому ограничение (2.41) не влияет на вид 
условий оптимальности, если при оптимальном управле¬ 
нии не нарушается неравенство (2.41). Если же 

=0, то фп+ 2 , как следует из (2.45), является не- 

° х п+2 

определенной величиной, в общем случае отличной от 
нуля. При этом условия оптимальности управления и(і) 
изменяются и принимают вид (2.47), что является след¬ 
ствием нарушения ограничения (2.41) согласно опреде¬ 
лению функции хм [см. условия (2.43)]. Таким образом, 
ограничение в виде неравенства (2.41) может не учиты¬ 
ваться при оптимизации, если при оптимальном управ¬ 
лении, найденном без учета (2.41), оно не нарушается. 
В противном случае оптимальная задача должна быть 
решена снова с учетом множителя Лагранжа ф п + 2 - 
Заметим, что при 

/ п+2 (х,и, і)>0 (2.48) 


постоянный множитель Лагранжа 

ф„ +2 <0. (2.49) 

Действительно, поскольку при ф„+ 2>0 слагаемое 
в (2.46) 

Ь+ъ/п+гі-*, и, <)><>, (2.50) 
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в (2.46) и максимум функции (2.47) будет достигнут при 
максимальных значениях и(і), т. е. лежащих на границе 
области II при каждом значении і. Так как условие (2.41) 
имеет смысл только, если оно не выполняется при гранич¬ 
ных значениях управления (в противном случае оно не 
может быть нарушено), неравенство в (2.41) не может 
быть обеспечено при ф и + 2 > 0 . 

Неравенство (2.39) или (2.42), ограничивающее об¬ 
ласть значений интеграла от фазовых координат и уп¬ 
равляющего воздействия для каждой реализации на¬ 
чальных условий и возмущений, может быть учтено при 
оптимизации управления и(і) аналогично (2.38). 

Предположим, что для каждой реализации аргумен¬ 
тов функция /„+2 ограничена и существует случайное 
число фп +2 (множитель Лагранжа) в законе управления, 
выбором которого можно обеспечить выполнение (2.42). 
При этом фп +2 является функционалом от \(і), п(і) и 
случайных начальных условий х°. 

Аналогично предыдущему может быть введена такая 
функция х случайной координаты х' а+2 (і в ), что 

•* я+2 (0=х К +2 (0] (2.51) 

и 

-^—фо при * я+2 (д<с, 

ох п +2 

а также 

хК +2 (4)]=^-О, (2.52) 

0Х п+2 


если х п+2 (4)^с. При этом решение задачи выбора уп¬ 
равления определяется в каждой конкретной реализа¬ 
ции условием 


4>«+2 


д г К+2(МІ 

дх' п+2 Ѵв) 


= 0 . 


(2.53) 


Из (2.53) следует, что в зависимости от реализации 
1(0» «(0. х ° задачу надо решать либо без учета огра¬ 
ничения (2.42), если 


д * К+2І 


дх 


л+2 


Ф о, 
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либо с учетом (2.42) со знаком равенства, если 

** К+з]) о. 

дх 'п +2 

При этом оптимальное управление и(і) определяется из 
условия максимума математического ожидания функции 
Н (2.47), где ф п+2 является функционалом случайного 
вектора фазовых координат и управления. 

Для решения задачи существенно, что ф п +2 является 
постоянной, величиной. Поэтому вид функциональной за¬ 
висимости от параметров управления не меняется во вре¬ 
мени и может быть определен на всем интервале (іо> ів), 
если он известен, по крайней мере, в один момент вре¬ 
мени. 

Такая возможность имеется, если координаты и уп¬ 
равление, входящие в функцию / п + 2 (х> Щ і) 9 измеряются 
точно (известны) в процессе управления. При этом в по¬ 
следний момент получения информации г ( і п ) левая 
часть (2.39) известна и ф п +2 не является случайной по 
отношению к условному математическому ожиданию 
при заданных значениях реализации вектора г на интер¬ 
вале (і о, і п )• 

В момент і п оптимальное управление определяется 
из условия 

шах М {Ч> г (У/(*(4), *(<«). 4)+ 

«(<„)€{/ 

+Ф«+і/*м(*(0, и{і п ),і п )\ <1—0, (2.54) 

М 

где і|)п +2 может быть вынесена за знак математического 
ожидания. Определенное из (2.54) и(і п ) является функ¬ 
цией фп+ 2 - Подставляя и(і п ) в соотношение (2.39), выра¬ 
зим ф п+2 через прошлые значения фазовых координат 
управления и измеряемого вектора я. При оптимизации 
в другие моменты времени фп +2 является уже 

известным функционалом от параметров управления. 
При этом успех решения задачи определяется возмож¬ 
ностью нахождения условного математического ожида¬ 
ния от функции Я. 

Очевидно, если в функцию / п +2 в соотношение (2.39) 
входят составляющие вектора фазовых координат, кото¬ 
рые в процессе управления измеряются с ошибками, ус¬ 
ловие (2.39) может быть удовлетворено лишь в вероятно- 
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стном смысле. Например, можно потребовать, чтобы ве¬ 
роятность 


^ [*«+.(<.) “*<0] = 1-е,. (2.55) 

где е>0 — малая величина. При этом условие (2.39) 
сводится к условию (2.38). 

Таким образом, при интегральных (изопериметриче- 
ских) ограничениях типа неравенства в статистических 
задачах изменяется вид Гамильтониана Н аналогично 
детерминированному случаю [6]. 

2. 4. УЧЕТ ОГРАНИЧЕНИЙ СТРУКТУРЫ 

8 УСЛОВИЯХ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

Рассмотренный метод определяет условия оптималь¬ 
ности управления и(() (2.30) в произвольном классе ку¬ 
сочнонепрерывных функций. При этом оператор связи 
управления и с наблюдаемым вектором г (() также про¬ 
извольный. 

Часто представляют интерес задачи оптимизации уп¬ 
равления при заданном классе операторов связи и с г. 
Такие задачи далее будем называть задачами оптимиза¬ 
ции систем с заданной структурой. 

Одним из возможных путей решения этой задачи яв¬ 
ляется математическая формулировка условий выделе¬ 
ния класса операторов. В этом случае при оптимизации 
накладываются такие ограничения, которые при исполь¬ 
зовании метода (см. 2.2) приводят к заданному виду опе¬ 
ратора, связывающего и с г(і). Однако этот путь, как 
правило, достаточно трудоемок. 

Повидимому, более перспективен метод задания вида 
оператора и определения условий оптимальности при 
непосредственном вычислении его вариации. Далее "мы 
предположим, что оператор связи управления с наблю¬ 
даемой реализацией 2 (I) является линейным 

і 

и.{і)—^<ю{і,х)г('г)(1х (2.56) 

/ о 

либо стационарным линейным оператором 

І-І о 

и{і)= ^ х)сіх. (2.57) 
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В этих выражениях но является матрицей импульсных 
переходных функций ( гХІ ), которая определяется при 
решении вариационной задачи. 

Для определенности будем также считать, что в за¬ 
даче оптимизации 2.1 наблюдаемый вектор г{1) опреде¬ 
ляется выражением (2.12). 

г{і)=Сх+п. ' (2.58) 

В связи с тем, что вид условий оптимальности суще¬ 
ственно зависит от вида оператора объекта управления 
(2.2), ниже будут рассмотрены задачи, когда операторы 

объекта и управляющего 
воздействия принадлежат 
к одному классу и к раз¬ 
ным Классам операторов. 
Отметим, что выделение 
оператора объекта наряду 
с оператором управления 
но необходимо только 
тогда, когда оператор 
объекта принадлежит к 
классу, более общему, 
чем оператор управления, 
или они принадлежат 
к разным классам. Если же оператор объекта принадле¬ 
жит к классу операторов управления, их комбинацию при 
оптимизации можно рассматривать как единый оператор, 
поскольку это преобразование не расширяет класса ва¬ 
риаций оператора управления. Разделение операторов 
в этом случае может быть проведено после решения за¬ 
дачи оптимизации методом структурных преобразований. 

Определим условия оптимальности оператора управ¬ 
ления но в типичных задачах оптимизации для системы 
с заданной структурой, схема которой представлена на 
рис. 2.1. 

Задача 1. Оптимизация линейного оператоѵа 
управления нелинейным объектом 

В этой задаче объект управления описывается систе¬ 
мой уравнений (2.2), а оператор управления выражени¬ 
ем (2.56). Поскольку управляющее воздействие опреде¬ 
ляется здесь в открытой области, к решению применим 
метод классического вариационного исчисления, состоя- 



Рис. 2.1. Структурная схема систе¬ 
мы управления 
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щий в приравнивании к нулю первой вариации функцио¬ 
нала 

/=М{/Ч*(01+-*о(4)>- (2.59) 

В выражении (2.59) обозначено 

*о(*»)= |Ѵо(*. в > О Л- С 2 - 60 ) 

^ о 

Операция математического ожидания осуществляет¬ 
ся в (2.59) по начальным условиям я 0 , возмущениям 
%((), п(і) и не зависит от управления. Поэтому вариация 
функционала Ы может быть записана в виде 

8/ = ж[ + (2.61) 

с точностью до бесконечно малых величин б#(/ в )- Ана¬ 
логично [13] введем вектор-функцию ф(0 размерности 
(п +1) X1 такую, что 

-Ы=м [* г (*„)** (*.)], (2.62) 

где вектор ^={х 0 , Хі . х „}. Выражение (2.62) можно 

записать в виде 


8/ 


И 


йі йі 


Для системы уравнений п +1 порядка 
*=/(*. и, I, *); л(< 0 )=л% 


(2.63) 

(2.64) 


которой удовлетворяет расширенный вектор фазовых ко¬ 
ординат, можно записать систему уравнений в вариаци¬ 
ях [15] с точностью до б* 


аьх = д/(х, а, 5 , і) , а/(ж, «, 1, () Ьа 
йі дх да 


(2.65) 


где д//дх и д//ди матрицы частных производных 
с элементами д/^дх] и д/ і 1ди к (і, у=0,1,..., п; 
к= 1, 2,..., г). 
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Вариация управления би определяется с точностью 
до величин 6* из (2.56) и (2.58) выражением 

. ів 

8в(і)=| &м(^, х)г (т)-(-'Ш(^, т)С8л;(т)]й?т. (2.66) 

^ о 

Условие (2.62) определяет значения вектора ф(/) в 
момент і в . Сравнивая (2.62) и (2.61), получаем 

<мо=-і, м*.)=--^т*тг?-; /=І > 

ОХіѴв) 

(2.67) 

Определим далее я|?(/) при системой урав¬ 

нений 

— С Т ГV (т ,1) ( * > “' Т) Г *МА. (2.68) 

і 

Тогда 

/ / в і ч 

ы =м К аі ^ атуі (I) д/(х ди и ' 0 (<, т)* (т) . (2.69) 

Ч <0 > 

Рассматривая в качестве условия оптимальности ра¬ 
венство нулю вариации функционала (2.69), получаем 
для произвольной вариации б го(і, т) 

М {[ д /( *^ ди <) ] Г *^ ^ Г ( т ))=°1 А> < т < і < і в , 

(2.70) 

или обозначив 

Я(ф, X, в, 0=* г Ъ-/( V, в, і, 0, (2.71) 

получим необходимое условие оптимальности линейного 
оператора управлениям (I, т) в компактной форме 

м [ ОНЦ.Х. и, О Хг ,г (т ^ =0 . 4<т</< 4 , (2.72) 

где ф(/) определяется системой интегродифференциаль- 
ных уравнений (2.68). 
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Для сравнения отметим, что для произвольного опе¬ 
ратора управления условия оптимальности при опреде¬ 
лении и(і) в открытой области следуют непосредствен¬ 
но из соотношения (2.30) и имеют вид 


г дН(X, и, ф.О 


=0; (2.73) 


где вектор-функция ф(^) определяется системой диффе¬ 
ренциальных уравнений (2.34). 


Задача 2. Условия оптимальности линейного 
стационарного оператора управления 
нелинейным объектом 

Отличие этой задачи от предыдущей состоит в том, 
что ядро оператора управления ш(т) в выражении (2.57) 
является функцией одной переменной и может быть реа¬ 
лизовано звеньями с постоянными параметрами. 

Поэтому вариация бо»(т) также будет функцией од¬ 
ной переменной 

і-іо 

Ъи{і)= Г [8а»(т)г(/-т)+гу(г)С8лг (*—т)]дГт. (2.74) 

и 


Если аналогично предыдущему потребовать, чтобы 
Ф(0 удовлетворяла системе уравнений 


аі 




с конечными условиями (2.67), вариация функционала 
I будет определяться выражением 


8/=мк В «^ сіт^ т (і) д - 1 (Х ^ а ' ^ 8да(т) г(і—т). 

■<0 О 

(2.76) 
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При произвольной вариации бо»(т) получим необхо¬ 
димое условие оптимальности тю (т) в виде системы гХІ 
уравнений 


М 


гів 


І,Г 


дН ( X . и, ф. і)\Т т 


ди 




= 0 ; 


дН 




09 


(2.77) 


где вектор-строка размерности (1 Хг). 


Трудности использования условий (2.72) и (2.77) со¬ 
стоят в решении интегродифференциальных уравнений 
(2.68) и (2.75) для определения ф(^). 


3 а д а ч а 3. Условия оптимальности линейного 
оператора управления линейным объектом 

Пусть система уравнений (2.2) является линейной 

х=Ах-\-В и и+В ѵ ѵ-\-\(і)\ х(і й )=х°, (2.78) 

где матрицы А , В и , В ѵ определены в (2.10), а воздейст¬ 
вие ѵ(і ) имеет известные статистические характеристи¬ 
ки. Введем матрицу импульсных переходных функций 
К(і, т][ объекта размерности (пХп). По определению она 
удовлетворяет дифференциальному уравнению при 

а Ш-^-=АК(і,т), К(х,т)=Е, (2.79) 

аі 

где Е — единичная матрица (пХ«). При этом х(1) опре¬ 
деляется выражением 

*№=к& длг°+|/С(/, т)[Д в »(т)+/?„®(т)+ 

*о 

+§(т)]гіт. (2.80) 

Если привести воздействие ко входу оператора управ¬ 
ления в виде сигнала у(і), то схема на рис. 2.1 может 
быть преобразована к виду, представленному на рис. 2.2, 
где 

у(і)=п(і)+СК(і, і 0 )х°+С^К(і, т)Х 

Х[^(т+1(т)]Л. (2.81) 
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Обозначим далее через ф (і, т) матрицу импульсных 
переходных функций размерности ( гХІ ) замкнутой си¬ 
стемы рис. 2.2 с входом в точке приложения у (і) и вы- 

* 

к(і,і 0 )х°+§ кЦ,х) [л» ѵіх) +|,(т)]& 



Рис. 2.2. Приведенная схема системы управления 

ходом и(і). Точка <д(і, т) удовлетворяет уравнению, ко¬ 
торое в компактной форме может быть записано в виде 

(2=ѵ>-\-ѵ>®СКВ®(), (2.82) 

где с помощью знака ® записано выражение свертки 
операторов. Например: 

і 

а& Ь=^а{і, Х)#(Х, т)д?А. 


При этом вариация управления равна 


8а(0=|8^(Ст)у(т)йГт, 


(2.83) 


поскольку в отличие от выражения (2.66) у (і) является 
внешним воздействием. 

Если оператор управления нестационарный (2.56), то 
вариации б ф(і, т) — произвольные функции. В этом слу¬ 
чае, записывая выражение для вариации функционала 
в виде (2.63), подставляя выражения (2.83) и определяя 
вектор-функцию ф(^) системой уравнений 

а* _ р//(х, » в, о 


йі 


(2.84) 


с начальными условиями (2.67), получим необходимое 
условие оптимальности ю(і, т): 

М {[ ~ (Х ’ди ° ]Ѵ(т)}=0; /»<*</</.. (2-85) 

6 $ 


3 3663 


Выражение для гамильтониана Я может быть полу¬ 
чено из условий (2.81) и (2.78): 

Н{х, <|», в, і)=%/ 0 (х, в, і)-\-ЩАх-\-В и и-\-В ѵ ѵ -\- ?). 

( 2 . 86 ) 


Задача 4. Условия оптимальности линейного 
стационарного оператора управления 
линейным объектом 

Предположим, что объект управления описывается си¬ 
стемой уравнений (2.78), где матрицы Л, В и> В ѵ зависят 
от времени, а оператор управления линейный и стацио¬ 
нарный (2.57). 

Особенностью этой задачи является зависимость ва¬ 
риаций т) при варьировании 6ге>(т), так как по¬ 

следняя представляет собой функцию одной переменной. 
Для установления связи между вариациями и 
рассмотрим схему на рис. 2.2. Для обратной матрицы 
импульсных переходных функций (2 _1 (і, т), которая оп¬ 
ределяется уравнением [16]: 

0 0 0-^ЕЬ, (2.87) 

где 8=8(/—т)—дельта-функция, имеем 

х)=<ш-і(і-'с)-\-СК{і, т)В. (2.88) 

Из (2.87) можно выразить вариацию обратной функ¬ 
ции 6@ -1 Я> т) через вариацию бд(^, т). Пренебрегая 
сверткой вариаций бд -1 ®8д как бесконечно малой бо¬ 
лее высокого порядка по сравнению с бполучаем 

ад- 1 = - о- 1 ® 8$ ® д- 1 . (2.89) 

Аналогично для вариации бго -1 имеем 

&а> -1 = —го -1 ® 8 до ® то -1 . (2.90) 

Поскольку го(т) является стационарным оператором, 
8а»- 1 в (2.90) также будет стационарным, т. е. функци¬ 
ей одной переменной. 

Определяя далее бд _1 из (2.88), получим окончатель¬ 
но с помощью уравнений (2.89) и (2.90) 

8д=д®8о>*® д, 

где б го* — вариация стационарного оператора. 
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(2.91) 



Выражение (2.91) определяет класс вариаций им¬ 
пульсной переходной функции системы (см. рис. 2.2),как 
функции двух переменных і и т при изменении стацио¬ 
нарного оператора управления, импульсная переходная 
функция ге>(т) .которого является функцией одной пере¬ 
менной. Оно может быть использовано для определения 
вариации б и(і). Поступая далее аналогично задаче 3, 
получим необходимое условие оптимальности ге>(т) в ви¬ 
де уравнения 

^ сіі ^ йхМ 9М ' Н <** ^ ^ , Х)Х 

*о + Ѳ *о ѳ + т 

Х<? Г (Х-Ѳ, т)=0; О<0</„-* о . (2.92) 

Здесь Я(ф, х, и, I) определяется выражением (2.86), 
ф(^) удовлетворяет системе уравнений (2.84). 

3 а д а ч а 5. Условия оптимальности линейного 
стационарного оператора управления 
линейным стационарным объектом 

В этой задаче предполагается, что № является функ¬ 
цией одной переменной, а матрицы А и В и в уравнении 
объекта (2.78), как и матрица С в измеряемом векторе 
г (2.58), постоянны. 

При этих условиях замкнутая система, изображенная 
на рис. 2.2, будет описываться стационарным линейным 
оператором, т. е. является функцией одной переменной 
и ее вариации при изменении тѵ( т) независимы. Поэтому 

І-Іо 

Ья(і)= I* &<9(т)з>(^— т)йх (2.93) 

о 


и условия оптимальности получаются аналогично зада-* 
че 3 в виде системы (гХ/) уравнений 


М 


^ *■ ут(і- х )с1і = 0 ; 

т + / 0 


0<т<*„-< 0 , (2.94) 

где Я определено выражением (2.86), а у(і) выражени¬ 
ем (2.81). Условие оптймальности в стационарном слу- 


3* 
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чае (2.94) иногда удобно записывать, придавая вариа¬ 
цию матрице импульсных переходных функций замк¬ 
нутой системы (рис. 2.2) со входом у(і) и выходом 
объекта К(і — т). Согласно рис. 2.2 

т)у(т)йГт + ^(/), (2.95) 

где 

ё(і)=К(і-*о)х°+ ( К(і—х)[В ѵ ѵ (т)+!(т)] Лх. (2.96) 


Полагая В=Е и г=я, где Е — единичная матрица 
размерности ( пХп ), получим связь междуф(т) и фі(т) 
в виде 


д(т)=|/С- 1 (т-0)^(6)^. (2.97) 

Условие оптимальности Оі может быть получено за¬ 
меной вариации бфна вариацию из (2.97) и имеет 
вид 


М 




\ ахк~ 1т (т - о) іх, ь 0 ]Ѵ (* - т) 

0<Ѳ<4 — 


*о + Ѳ Ѳ 


0 , 

(2.98) 


гдеК" -1 (т— Ѳ) —обратная матрица импульсных пере¬ 
ходных функций объекта. Управление и(і) через функ¬ 
цию @ і определяется выражением 


и(і)=‘ [ѴУ/С- 1 (^-Х-р)д 1 (р)у(Х) й ГХ. (2.99) 
6 


В связи с тем, что система телеуправления часто мо¬ 
жет быть приведена к стационарной системе, рассмотрим 
частные случаи полученного условия (2.98). 

Если время наведения і в — і 0 много больше времени 
переходного процесса по координатам х, можно считать, 
что система в момент і в находится в установившемся со- 


стоянии и положить і 0 = —оо. В этом случае условие 
(2.97) примет вид 

М { | йі \ йхК~ хт (г - Ѳ) [ дН{х '* и в ’ <) -[ (/- т)|=0. 

[—оо Ѳ ) 

( 2 . 100 ) 

Для квадратичной функции потерь имеем 

П ѵ №=* г ЮРх(і в ) (2.101) 

/ 0 (х, и, і)=и т яи, (2.102) 

где Р — симметричная неотрицательная постоянная мат¬ 
рица размерности ( пХп ), а § — положительно опреде¬ 
ленная симметричная матрица (ГХг). Условие (2.100) 
может быть сведено к многомерному уравнению Винера- 
Хопфа [17] для задачи Ньютона с учетом ограничения 
дисперсии управления. 

Для функции Я уравнения (2.84) относительно ф(0 
можно записать в виде 

Л-=— Л г ф (2.103) 

Лі 

с конечными условиями 

♦ (*.)=-2Р*(< В ). (2.104) 

Решение этой системы уравнений, которая является 
сопряженной системе (2.100), можно записать в виде 

ф 0 = — 

♦ (0= — .2/С г і)Рх{і л ). (2.105) 

При этом 

[^] Г =-2иТц-2 К (і в )РК(і в , 0, (2.106) 

где —вектор-строка размерности (ІХд). Если 

процессы у(() и §■(/) (2.81) и (2.96) стационарны и ста¬ 
ционарно связаны и 

Фя+ 2 —скаляр, (2.107) 

*в — ‘0 
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то условие (2.100) при і 0 —мх> простыми преобразова¬ 
ниями может быть приведено к виду уравнения Ньютона 
[13], откуда получаем: 

*]<? 1 ('0*Лв-т)Л+Я,,(е) + 


+ <!> л+2 [йГт ] Лк [к~ хт (т) к~ х (X) (р.) Я у (0 + т — (I — X)], 

о о о 

0<Ѳ<оо, (2.108) 

где Н у и К 8ѵ — корреляционная матрица у{1) и взаим¬ 
ная корреляционная матрица процессов у(і) идИ). По 
определению 

*,(в)=лЛу(0У(*-в)], 

(2.109) 

я^(в)=лПе(*)У(*-е)]. 


Задача 6. Условия оптимальности в линейной 
стационарной системе с конечной памятью 

Для системы с конечной памятью Т {16] на интервале 
времени і — і 0 , большем памяти системы, 

г 

я(0= — т)</т (2.110) 


х{і)= І Рі(т)у(/-т)Л + вг(0, (2.111) 

о 

где О (т) и фі (т) — матрицы импульсных переходных 
функций, определенные выше и'связанные между собой 
соотношением (2.97). 

Преимущества систем с конечной памятью состоят в 
возможности задания времени переходного процесса с 
помощью памяти Т и необходимостью статистического 
описания воздействий лишь на конечном интервале вре¬ 
мени, равном памяти системы. 

Обычно на интервале памяти системы ( і , I — Т) воз¬ 
действие §(і) (2.96) при %(і) = 0 может быть представле¬ 
но конечным отрезком ряда, являющегося разложением 
%{і) по системе ортогональных функций [16]. В частности, 
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предположим, что у. (О может быть представлено полинО' 
мом степени т: 


«(0=2^- ( 2Л12 ) 

і -1 

Поскольку 

у{і)=п{і)+Св{і), (2.113) 


то 


т Т 

*(о=2ІЗі( т )сл^-т)^т+2 ѵ+ 

/-1 о 


/-1 


іТ 

+ (* Сі(т)я(/—т)^т. (2.114) 

о 

Из (2.114) следует, что по отношению к измеряемым 
компонентам §-(^) на#і(т) может быть наложено усло¬ 
вие несмещенности, состоящее в том, что система (т) 
осуществляет заданное преобразование сигнала с 
нулевой или заданной ошибкой. При этом на компонен¬ 
ты матрицы Рі накладываются условия вида 

| ( 2і«(х)т*Л=С?;, (2.115) 

О 

где Сп} специально подобранные постоянные. Условия 
(2.115) обычно называют моментными условиями, а зна¬ 
чения С/ ; - определяют величину динамической ошибки. 

Задача оптимизации системы при условиях (2.115) 
сводится к обеспечению минимума функции от случайной 
составляющей х[і) 

г 

х(і)= ^ 1 (т)п{і—х)(іх (2.116) 

о 

при §(^)=0. Поскольку в этом случае динамическая со¬ 
ставляющая управления и{1) определена, ограничение на 
управление состоит в обеспечении пределов статистиче¬ 
ских характеристик составляющей управления, опреде¬ 
ляемой п(і): 

т 

й ^) == 1 ^(^)п(і — x)с^x. (2.117) 
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В этих условиях при стационарном случайном про¬ 
цессе ограничение на управление для функции /о (2.102) 
и е (2.107) эквивалентно ограничению дисперсии управ¬ 
ления. Например, в одномерном случае оно имеет вид 

Л* [«■(<)]< С.. (2.118) 

Таким образом, для стационарной системы с конеч¬ 
ной памятью задача оптимизации сводится к определе¬ 
нию импульсной переходной функции <?і(т), удовлетво¬ 
ряющей моментным условиям (2.115) и обеспечивающей 
минимальную среднюю величину 

І = М {Р[х{і)\} (2.119) 

при і — іо^-Т и условии, что управление имеет ограни¬ 
ченную дисперсию, которая в одномерном случае опре¬ 
деляется по выражению (2.118). 

Эта задача (при п=г—1— 1) сводится к минимиза¬ 
ции функционала, когда і — іо^Т: 


І=М{Р иоі+в*(*)> 

+ !Ч! (3 1 (т)х*Л-С*|. 

( 2 . 120 ) 

Придавая фі (т) вариацию 6<2і и учитывая связь меж¬ 
ду ^1 и ^ (2.97), получим условие оптимальности систе¬ 
мы в виде 


м { Ус »- 1 ѳ) } + 2 + ^-+і ^ 4* х 

о (2.121) 


Г-Ц Т —« 

( ѵ ) Ь~ 1 (X) Ну {і —X — ( 1 , I — Ѳ — ѵ)=0 

о о 


0<Ѳ<Г 

Здесь ф „+2 постоянная величина, введенная в (2.107), 
которая может рассматриваться как множитель Лагран¬ 
жа, определяемый из условия (2.118); Я*, к= 1, 2. т 

множители Лагранжа, определяемые из моментных ус¬ 
ловий (2.115). Если \(і) =0, то 

Уо(і)=п(і)+сЦі) (2.122) 

совпадает с п(і) и 

^(/-Х-р., і — В — ѵ)=7Ѵ 2 8(Ѳ — |х — Х-[-ѵ). (2.123) 
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Поскольку х(і) связан с у(і) линейным преобразо¬ 
ванием, то для нормально распределенного воздействия 
у(і) выходной сигнал системы фі также будет нормаль¬ 
ным. Легко показать, что в этом случае для четной функ¬ 
ции Р[х\ будет оптимальной импульсная переходная 
функция <2ь обеспечивающая минимум среднего квад¬ 
рата х{1): 

I — М [■**(/)]. (2.124) 

Действительно, по определению двумерной плотности 
вероятности р (х, у) 

00 оо 

м [^ у )^ \ 1^ р{х)ах \ УР(УМ а У- ( 2Л25 ) 


Как известно [14], для нормального закона распре¬ 
деления 

оо'' 

] УР(у/х)ау = -^-х, (2.126) 

—00 

где — взаимная корреляционная функция процес¬ 
сов у и *; Дс — дисперсия х(і) . 

Подставляя (2.126) в (2.125), получаем 

м \^у\=\К х «, (2-127) 

где Яо — постоянная величина (так как х и у стацио¬ 
нарны), равная 

У^ х р(х)а х =\ 0 . (2.128) 

—00 

Таким образом, для нормального закона распреде¬ 
ления 


М (2-129) 

что эквивалентно рассмотрению в качестве критерия оп¬ 
тимизации 


Д(л;)=л: 2 . 


(2. 130) 
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Подставляя в (2.129) выражение 
т 

х{і)= т )^ т . (2.131) 

О 


получаем 

т 

ж[^|-г/ сл ( ^-Ѳ)] = Х о ^О і( т)/? у (^-т, І-Ь)й х. 

(2.132) 

Множитель Я,о в (2.121) может быть исключен из рас¬ 
смотрения, поскольку Хи (к— 1, 2,..., т) и ^ п +2 произ¬ 
вольные. 

В частном случае, когда импульсная переходная 
функция объекта к( т) определяется уравнением 

Ь{р)к(т)=Цх), р=~, (2.133) 

аХ 

где Ь(р) — полиноминальный оператор от р степени п 

Цр)=^Щр‘ (2.134) 

і-° 

условие оптимальности (2.121) с учетом (2.123) сводит¬ 
ся к дифференциальному уравнению 

/:(/?)/.( — /?) с? х (Ѳ) (Ѳ)+ 2 >- й ѳ й =о, (2.135) 


О<0<7’ 

где фп+о, А* — постоянные, определяемые из условий 
(2.118) и (2.115). 

Поскольку (Зі (Ѳ) соответствует системе с конечной 
памятью Т, то 

С> 1 (Ѳ)=0, 0 > Ѳ > 7\ (2.136) 

Для объекта (2.133) 

сг^адд^в), р=-^-, (2.137) 

поэтому при ограниченной дисперсии управления (2.118) 
и белом шуме у с л (0» д(Ѳ) не может содержать б-функ- 
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ций и их производных. В соответствии с этим условием 
и (2.137) <Э,(Ѳ) должна иметь непрерывные производные 
до п— 1 в интервале включая граничные точ¬ 

ки. Так как <2і(Ѳ) тождественно равна нулю вне интер¬ 
вала (О, Т ), то равны нулю и все ее производные до 
й-1 в точках Ѳ = 0 и Ѳ = 7\ Поэтому уравнение (2.135) 
должно решаться при граничных условиях 

4< г )(7’)=ді г) (0)=0, /=0, І...Л-1. (2.138) 

При постоянных коэффициентах оператора Ь(р) ре¬ 
шение уравнения (2.135) может быть записано в виде 

п тп 

ві(в)=2 + 2 Х * Ѳ *’ (2 - І39) 

;_і й-1 

где а і — корни самосопряженного дифференциального 
уравнения 

І(о)І( — о)+«]) л+2 =0, (2.140) 

а постоянные В» и В', определяются из условий (2.138), 
которые приводятся к системе 2 п уравнений 

2«? [^/'Ч (- і)*в;<г а < т ]=о, 

/-1 

2«*[ч ( +(-і^;]=о. (2.і4і) 

/-1 


к = 0, 1,... п . 

Дисперсия сигнала х(і) определяется по формуле 

в>= С Яг (т)</т ( (Ѳ) Ну (т - Ѳ) аь, (2.142) 

о о 

которая с учетом условия оптимальности (2.121) может 
быть приведена к виду 

тп 

Я=2 Х *С*+ф л+2 М[и*(0]. (2. 143) 

6-1 
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Согласно предыдущему параграфу при фп+г^О в ус¬ 
ловии (2.118) имеет место знак равенства и 

т 

В = 2 ( 2 * 144 ) 

»-і 

Поскольку, как было показано, ф п +2<С0, то дисперсия 
ошибки х убывает с увеличением С и . 

2 . 5 . УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ УПРАВЛЕНИЯ 

С УЧЕТОМ ПРОТИВОДЕЙСТВИЯ ЦЕЛИ 

Как указывалось выше, задача наведения с учетом 
противодействия цели может рассматриваться как зада¬ 
ча теории игр, в которой цель выбирает управление ѵ 
объектом (2.2) таким образом, чтобы обеспечить макси¬ 
мальное значение 

І=М{Г[х(і в )]} (2.145) 

в то время как наводящийся объект стремится его ми¬ 
нимизировать. Управления и и ѵ в общем случае удовле¬ 
творяют как «жестким» ограничениям, состоящим в 
замкнутости областей их возможных значений 


и$(І 


(2.146) 

и 



ѵ$Ѵ, 


(2.147) 

так и изопериметрическим вида 

Ѵ~ і "1 



м 

^ с и* 

(2.148) 

г - 1 

<3 

/о 

1_I 

/А 

<3 

(2.149) 


Существенной особенностью рассматриваемой игровой 
задачи является ограниченность информации о векторе 
фазовых координат х, которой располагают наводящий¬ 
ся объект и цель. В частности, предположим, что наво¬ 
дящийся объект использует при наведении измерения 

*« = /«(*> п и ), (2.150) 

а цель — измерения 

*„==/* (*,»*), (2.151) 
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і 


где п и , я» — ошибки измерений, являющиеся случайными 
функциями с известными обоим «игрокам» статистически¬ 
ми характеристиками. Предположим также, что обоим 
«игрокам» известны статистические характеристики на¬ 
чальных значений вектора фазовых координат *(4), по¬ 
стоянные с и , с ѵ и области і/ и V. 

Различие информации, используемой «игроками» при 
управлении, определяет особенность рассматриваемой 
игры, как игры с ненулевой суммой [2]. Обозначим через 
и 0 (г а , і) и ѵ 0 (г ѵ , і) оптимальные стратегии «игроков». 
Тогда ио(г и , і) минимизирует функционал (2.145) при ус¬ 
ловиях (2.146), (2.148) и замене оператора безусловно¬ 
го математического ожидания в этих выражениях услов¬ 
ным при заданном^, т. е. 

тіпЛ4 {/=■[*(4)]|* )=шіпЖ[/„(и, і» 0 , х, і )|* ] (2.152) 

и& и ивѴ и 

при условии 

М || и т ц и иаі\г и 

Оптмальное управление определяется аналогично 
шах М{Р[х (4)]|* } =шах М [/„( х , в 0 , ѵ л і )|* ] (2.154) 

ѵ€Ѵ и ѵ&Ѵ 


(2.155) 

Поскольку МІ и и МІ Ѵ в общем случае различны, то 
игра будет иметь ненулевую сумму. Условия (2.152) и 
(2.154) образуют систему функционалов и должны ре¬ 
шаться одновременно относительно щ и Ѵо. Зависимость 
«о и ©о от измеряемых векторов г и пг ѵ вызывает сущест¬ 
венные трудности при оптимизации управления и состав¬ 
ляет особенность рассматриваемой игры, как игры с не¬ 
полной информацией. 

В более общем случае критерий игры может быть за¬ 
писан в виде 

'в 

/ = М {Р [х (4)] +1Л [х, и, ѵ,і] йі } . (2.156) 


при условии 



.<с„. (2.153) 
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На основании задачи 2 условия оптимальности уп¬ 
равлений игроков и(г и , і) и ѵ(г ѵ , і) для функционала 
(2.156) могут быть записаны с помощью стохастического 
принципа максимума в виде системы уравнений: 

шах М іН[к, й, Ѵц{г ѵ , /), 1] / )=0; (2.157) 

I * 0 ) 

гпіпМ |//[ г, ѵ, щ(г и , і), *] ^ 1=0, (2 .158) 


Н[х, и, ѵ, (]=— / 0 (дг, и, ѵ, *)+Ф г /(*. и > О* 

(2. 159) 

Система уравнений относительно гр (/) 

(2.160) 

а і дхі ѵ 

интегрируется при граничных условиях 

ФЛО=- " - П * ( * в)1 . і=\,2...п. (2.161) 

дхі 


В случае линейного объекта (2.2) 

х=Ах -(- В и и В ѵ ѵ 1 (/); 
Х{і 0 )=х° 


(2.162) 


и квадратичного критерия качества 


/о(лг, и, ѵ, 0=Ф“+2И г ввв+$+2® г в 1 ,ю. (2.163) 

Здесь д и , — положительно-определенная и от¬ 

рицательно-определенная матрицы 
соответственно; 

ф“ +2 и ф® +2 — постоянные коэффициенты. 

Н{х, и, ѵ, і)=— <1»“ +2 * г в в » — ^+2^^+ (2.164) 

+Ф г (0[А*+я„«+я„®+і]. 

При этом условия оптимальности (2.157) и (2.158) 
становятся независимыми и управления «игроков» свя¬ 
заны между собой лишь через оценки конечного значения 
вектора фазовых координат *(^ в ). 

В частном случае г и =г ѵ =, г условия (2.157) и (2.158) 
совпадают. Это соответствует предположению о сущест- 
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вовании седловой точки в рассматриваемой игре при ин¬ 
формации г{1) и чистых стратегиях и(г, і) и©(г, і). Ус¬ 
ловия оптимальности в этом случае могут быть записаны 
в виде 

шахтіпѴИ Ш(х, и, ѵ, ф, /) г О= (2.159) 
«€У <>еѵ \ < 0 | 


= шіп шах М {Н{ х, и, ѵ, ф, і) 
ѵеѵ иеи \ 



Очевидно, что для линейного объекта, представленно¬ 
го в виде уравнения (2.162) и квадратичного критерия 
(2.163), условие (2.159) выполняется и игра имеет седло- 
вую точку. 


Глава III 


ОПТИМИЗАЦИЯ КОНТУРА ТЕЛЕНАВЕДЕНИЯ 
С УЧЕТОМ ОГРАНИЧЕНИЯ УПРАВЛЕНИЯ 


3.1. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
С УЧЕТОМ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОГРАНИЧЕНИЯ 

Рассмотрим задачу управления линейным объектом 

^=Ах+Яи+Ъ; х(* 0 )=х 0 , (3.1) 

где х, и, 1 — векторы размерности (пХІ), (г'ХІ) и 
(пХІ) соответственно; А и В — зависящие от времени 
матрицы (пХп) и (пХг); М[1(/)]=0, 

м(?(4)? г (4)]=ад, 4)=9(4)8(4_4), (3.2) 

где 5(4) —матрица ( пХп ). 

В системе телеуправления уравнение (3.1) описывает 
автономный контур и уравнение связи, %(і) — ошибки 
передачи команд и возмущения, действующие на наво¬ 
дящийся объект. 

Управление и(і ) осуществляется на основе наблюде¬ 
ний вектора г(і) размерности (/X1) 

г(і)=С(і)'х{і)+п{і), (3.3) 

где С — переменная матрица ( ІХп ), Л1[п(/)]=0, 

М [п (4) пг (4 )]=N (4) 8 (4 - 4). (3.4) 

Предположим также, что * 0 , п(і) и \(і) независимы и 
подчиняются нормальному закону распределения. 

Управление и(і) будем считать оптимальным, если 
оно минимизирует функционал 

/=Щх^Рх(і 9 )] 
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(3.5) 


(3.6) 


и удовлетворяет ограничению 


М 


г 'в т 

\ 


<с. 


Здесь Р — положительная матрица (пХп), а еСО—поло¬ 
жительно-определенная матрица (УХ/ - ). 

Применим для определения управления метод стоха¬ 
стического принципа максимума, изложенный в гл. II. 
Согласно (2.46) 


Н(г, ф, и, /)=»!) г (0[4г+9в-Н]+Ф, (+2 » г ой. (3.7) 


Постоянная величина ф п +2 равна нулю, если опти¬ 
мальное управление удовлетворяет условию (3.6) со зна¬ 
ком строгого неравенства, и фп+ 2 <! 0 , если определенное 
при і|)п+2 = 0 управление не удовлетворяет (3.6). В по¬ 
следнем случае ф п +2 определяется из условия (3.6) со 
знаком равенства. 

Согласно выражению (2.33) 

- 4 г ф♦(<.)= -2/»(4) х(і в ). (3.8) 

аі 

Решение этого уравнения 

ф (^)=_2 К г (і в ,і)Р(і в )х(*Л (3.9) 

где К(і в, і ) —матрица импульсных переходных функ¬ 
ций уравнения (3.1): 

~ =АК{і, т); /С(т, х)=Е. (3.10) 

аі 

Здесь Е — единичная матрица (ПХп). 

Управление и(і), максимизирующее условное мате¬ 
матическое ожидание от уравнения (2.47), может быть 
определено из условия: 


М 


~ дН(х, а, ф, і) 
ди 



(3.11) 


поскольку область определения и(і) не ограничена. Так 
как управление является функцией наблюдений 
и=и(г{*, і), то оно является неслучайным по отноше- 
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нию к математическому ожиданию в выражении 
Выполняя дифференцирование, получим 


я (*)=*-!$ ( 4 , і)Р(і я )М 

Фл+2 



(3.11) . 

( 3 . 12 ) 


где е -1 (0 — матрица, обратная §(і). 

Из уравнения (3.12) следует, что оптимальное управ¬ 
ление, минимизирующее функционал (3.5), пропорцио¬ 
нально в каждый момент времени оценке значения коор¬ 
динат в конечный момент управления на основе наблю¬ 
дений до момента I реализации вектора г(і). 

Воспользовавшись уравнением (3.1), мы можем вы¬ 
разить оценку конечного значения фазовой координаты 
х(і в ) через оценку ее текущего значения х(і). 

Используя определение матрицы импульсных пере¬ 
ходных функций К(і в, 4 из уравнения (3.10), запишем 


х{( в )=К(( в , 4*(4+|Ѵ(4> т)[9«(т)+?»(т)]й1т. (3. 13) 

І 

Применяя к обеим частям этого равенства оператор 
условного математического ожидания и учитывая, что 

Ж [|(т) |=0, %>і (3.14) 

м[и{%)\г ( ^ = 0{і в , х)м[г{і я )\г*^ т>4 (3.15) 
где обозначено 

0(4, Т )= р ~ - ^ в т к т (К, т)Р(4), (3. іб) 

Фл+2 

получим 

м [х ( 4 ) I ч] =г ’ 1 (*.. 0 К ( 4 , 0 -м [х (4 | ѵ 0 ]. (3.17) 

Здесь 5 г-1 (4> 4 — матрица, обратная §•(4. 4: 

'в 

§•(4, і)=Е.~ | К ( 4 , х)ВО(4, х)йх. (3.18) 

і 

Подставляя выражение (3.15) в уравнение (3.12) и 
учитывая соотношение (3.16), получим окончательно 

я (4=0(4, 48^(4, 4*(4.4Л* [*(4 !*!;]• (3.19) 
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Таким образом, управление в каждый момент време¬ 
ни пропорционально оценке текущих фазовых координат 
объекта. 

Постоянная ф п +2<0 определяется из условия (3.6), 
взятого со знаком равенства. 


Пример 3.1. Пусть объект управления описывается системой 
уравнений 

Лх\ „ , ) 

—- = и + С; X, (і 0 ) = •*№ - 
аі 


йх 2 . ч 

— = Хі, Х 2 (Іо) = *20* 
аі 


( 3 . 20 ) 


Рассматриваемый случай соответствует контуру телеуправления, 
в котором автономный контур принят безынерционным, а уравнение 
связи является двойным интегрирующим звеном (см. 1.4). 

Управление осуществляется на основе измерения линейного от¬ 
клонения Х%\ 

г=.х 2 (і) + п (і) 

В качестве критерия точности примем средний квадрат про¬ 
лета в момент встречи 

Я(і в ) = х 2 (і в ) + Ах 1 (і в ), А = сопзі > 0 (3.21) 


и в функционале (3.5) матрица будет иметь вид 


/> = 


Д2 Д 
А 1 


( 3 . 22 ) 


В качестве ограничения рассмотрим математическое ожидание 
интеграла от квадрата управления, что эквивалентно @=1 в (3.6). 
Определим оптимальный закон управления и(і). 

В рассматриваемом случае п= 2, г= 1, /= 1. 


В = 


1 

о 


КѴ, Т) = 


1 (* — т) 0 
і — % \(і-~ х) 


(3.23) 


Из соотношения (3.16) С(і в , і) является вектором-строкой и 
равна 

0(4. 0 = -- 4 ~* + Д -|А1|. (3.24) 

т и 

Матрица# (4, і) в соотношении (3.16) имеет вид 


где 


8 (4, О = 


1 —ацА 
— а 2 іА 


— а п 
1 — 021 


Он = "Ѵі~ + 2 А)’ 
(4-О 2 


021 = 6 ф 4 (24-2 * + ЗД)+ 6 


(3.25) 

(3.26) 
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Обращая матрицу в", получаем 


... , ч 1 1—021 «и 

')—о ад д ,_„„ Л • 


где О- 1— аиі-агі" 1--[(г.-Г + ЛЯ- Д 1 ] 

Подставляя полученные выражения в уравнение (3. 19) и пере¬ 
множая матрицы, получим 


«(*) = 


і в -( + А 


{(*■ - і + Д) М [де, (/уЛ] + М [* 2 (і)/г- 


*оі 

(3.28) 


При А=0, что соответствует требованию минимума среднего 
квадрата линейного рассогласования в момент встречи, получим за¬ 
кон управления в виде 

ц (О = * ■ {лі [-^2 + (*» — <) М [•*! (О/***]- (3.29) 


3.2. ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

ФАЗОВЫХ КООРДИНАТ ЛИНЕЙНОГО ОБЪЕКТА 

Закон управления линейным объектом (3.1) зависит 
от математического ожидания текущих значений фазо¬ 
вых координат объекта, определяемого при условии из¬ 
вестной реализации наблюдаемых величин г на предше¬ 
ствующем интервале времени (і 0 , і). Получаемые в ре¬ 
зультате значения обычно называют оценками фазовых 
координат и определяют по формулам, полученным 
Р. Калманом [9]. 

Рассмотрим вывод уравнений (3.1) для оценок коор¬ 
динат объекта, основанный на предположении нормаль¬ 
ности условного закона распределения координат х(і). 

Пусть наблюдения вектора г{1) производятся в ди¬ 
скретные моменты времени іи отстоящие друг от друга 
на время Д/, и в эти же моменты определяются оценки 
координат х (/*). 

Обозначим 

М[х({і)\г 1 о\=Хі- (3.30) 

На основании формулы Байеса 

р{х 1 \г[)=к ж р{г і \х { , *о —1 )./*(•*!1 2 о~ 1 )> (3.31) 
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где ь х _ коэффициент, не зависящий от Хі и определяе¬ 
мый из условия нормировки 

^ р(х 1 / 2 о)сіх 1 = \. (3.32) 


Закон распределения величин 2і при заданном х* не 
зависит от прошлых значений г'о _1 , так как щ независи¬ 
мы, и может быть записан в виде многомерного нормаль¬ 
ного закона распределения величин пр. 

Р(г,\х„ го -1 ) == 7 >(*//*/)= 
=к г ы?{-±-[г 1 -С 1 х 1 у , (3.33) 


где 


N ^ = 


НУ і ) 

м 


Закон распределения величины Хі при наблюдениях 
величин 2о -1 = {г 0 > • • • г і-і ) является априорным на 
шаге і. Предполагая его нормальным с математическим 


ожиданием х а і и дисперсионной матрицей Я а ь получим 


рМг о -1 )= к ха ехр| — ^ [*,— х а1 ] т Я7і [х ,—* в ,]}. 

(3.34) 

Апостериорный закон распределения р{х : 1г о) -также 

является нормальным с математическим ожиданием Хі 
и дисперсионной матрицей Я{. Аналогично (3.34) имеем 

р{х 1 \гі)=к х ехр|— ^[Хі-ХіУЯТ'іХі -*,]}. (3.35) 


Здесь к х , к ха , к г — нормировочные коэффициенты, опре¬ 
деляемые из условий, аналогичных выражению (3.32). 

Подставляя выражения (3.33), (3.34) и (3.35) в урав¬ 
нение (3.31) и приравнивая коэффициенты при одинако¬ 
вых степенях Хі в левой и правой частях равенства, по¬ 
лучим уравнения 


Хі={Я7і +С[.ѴГ 1 С / ]- 1 -[С[;ѴГЧ +Л;Я], (3.36) 
ЯТ 1 =Я7І+С^Т 1 С 1 . (3.37) 
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В дискретном случае уравнение (3.1) объекта может 
быть записано в виде 

*і 

лг, = [Е + /Ш].*,_!+ | [Я«(тЖ(т)]<*т. (3.38) 

* і -і 

Применяя к обеим частям уравнения (3.38) операцию 
условного математического ожидания при заданных зна¬ 
чениях г'о получим при условии, ЧТО «(т), 

зависит только от г‘<Г 1 и не зависит от Л;, 

Н 

лг а/ = [Е4-.4д<] ( Ви{%)йх. (3.39) 

Сі 

Подставляя уравнение (3.39) и (3.38) в выражение 
для априорной дисперсионной матрицы, получим 

Я аі =[Е +тШ] [7?+ЛД*] г +$ (*,) П, (3.40) 

где$(^) определяется из уравнения (3.2). 

Подставляя уравнения (3.39) и (3.40) в выражения 
(3.36) и (3.37), получим 

и 

х 1 = [Е+АП]х 1 - 1 + Г ВшІт+ЪС^Т'х 

и-1 

XI*, — С{ ^ + АН) Хі- 1 + | 

Я, = [Е- ^СГЛГГЧ:,] {[^Ч-Лд^] Яі -і [Я+ АЫ] Т + 

5 (і{) И}- (3.42) 

Рекуррентные соотношения (3.41) и (3.42) определя¬ 
ют оценки Хі и дисперсионную матрицу оценок Я { в ди¬ 
скретном случае. 

При Д I —М) получим уравнения для оценок фазовых 
координат объекта в виде (3.1) в непрерывном случае 

— =Ах+Ви+ЯС т М- 1 [г{і)-Сх], (3.43) 

іІІ 

Ш-=АЯ+ЯА Г -ЯС т М~ 1 СЯ + 8. (3.44) 


ВиЩ, (3.41) 
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Начальными условиями этих уравнений являются ма¬ 
тематическое ожидание и дисперсия начальных значе¬ 
ний фазовых координат объекта х 0 . 

Заметим, что уравнения (3.43) и (3.44) остаются в 
силе, если матрицы А или С являются функциями управ¬ 
ления и(і). Это позволяет включить в рассматриваемые 
задачи случаи мультипликативных помех в канале пере¬ 
дачи команд и(і) и зависимости измерений \%{і) от уп¬ 
равления и (і). 

Пример 3.2. Получим уравнения для оценок фазовых координат 
объекта 

х\ = и + 8 х\ (^о) = -*-ш 

*2 = *1 Х 2 (І й ) = *20> 

управление которым выбиралось в примере предыдущего парагра¬ 
фа. Наблюдения, как и ранее, примем в виде 

2 = Х2 И - Тіѣ 

В рассматриваемом случае 


(3.45) 



Подставляя матрицы в уравнение (3.43), получим 


^- = а + -^-(г-І 2 ); *і(* 0 ) = -М[*іо]; I 

аі ІЧ * 

\ (3.47) 

ІХ О — Рои — — I 

— = ДГ 1 + -^р-(^ — Х 2 ); х 2 (І 0 ) = М [* 2 о]- I 


Элементы дисперсионной матрицы определяются уравнениями 
сіКи #12 

= — -ГГ + ^ (*о) = М [х 10 - Мх ю ] 2 ; 

аі ІЧ 

Л#^ ^#21 _ р #22 — Лі2 

аі = аі ~ Кп ~ N ; | (3.48) 

Кі2 (іо) = м [(Лю — Мх ю) (Х20 — Мх 2 й)У, 

-^- = 2Лі 2 --^-; П2гѴо) = М[х2 й -Мх 2 <)\>. 
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3.3. ОПТИМИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЯ 

ПРИ НЕФИКСИРОВАННОМ МОМЕНТЕ ВСТРЕЧИ 

Предположим, что момент окончания процесса наве¬ 
дения (момент встречи і в ) является случайным с изве¬ 
стной плотностью распределения р(і в ). В этой задаче ма¬ 
тематическое ожидание в критерии 

І=м]^ * г (ОЯ(У *(*о)+<!и« I (3.49) 

означает операцию усреднения по начальным условиям 
возмущающим воздействиям п(і) и %(і) и момен¬ 
ту встречи і в . 

Если величина І в не зависит от Хо, я, то (3.49) мож¬ 
но записать в виде 

і=м^р{і,)хЦі в )Р{і в )х{і в )аі в + 

/ и г 0Яй?Л, (3.50) 

где интервал (іо, Т) включает возможные значения і в . 
Меняя порядок интегрирования во втором слагаемом и 
обозначая 

(3.51) 

і 

приведем исходную задачу к задаче минимизации инте¬ 
грального квадратического функционала вида 

/=М 11 [х т (і) Р г х (/) + а? (/)>! (і) и (/)] сіі (3.52) 

Эта задача может быть решена на основе применения 
стохастического принципа максимума (гл. II) при 
Я*(4)]=0 и 

/ 0 (де, и, і)=х т Р 1 х + (3.53) 

Оптимальное управление по критерию (3.52) для объек¬ 
та (3.1) определяется из условия максимума функции 

шахж[^/(ф, х, и, *)| г^*]=тахМ[—лг г Я 1 лг— 

-ит яі и+ Ф44лг+ 9и+|) ;| *Л] . (3. 54) 


Сопряженная вектор-функция ф определяется в рас¬ 
сматриваемом случае дифференциальным уравнением 

-І1 = - Жф + 2 Р г х (3.55) 

йі 

при конечных условиях 

Ф(Г)=0. (3.56) 

Управление, максимизирующее уравнение (3.54) при 
положительно-определенной матрице е ь определяется 
выражением 

»(*)=“ ЦТ 1 В т М [ф (<) | г*\ . (3.57) 

Оценка значения решения сопряженной системы урав¬ 
нений (3.55) 

ф(/)=Лі[ф(01*У ,( 3 - 58 ) 

может быть определена на основе метода фильтров Кал- 
мана. 

Действительно, система л уравнений (3.55) вместе с 
системой (3.1) образуют систему 2л линейных дифферен¬ 
циальных уравнений 

Л.= -А т *+2Р 1 хі Ф(Г)=0; 

Аі 

(3.59) 

%-=Ах+Ви+Ъ х(і 0 )=л 

Аі 

Эта система может быть записана в виде системы 2л 
уравнений 

М.= ау +Ьи+Ъ (3.60) 

Аі 

где 

ф - А т 2/>! _ 0 | _ 0 

* ’ а= 0 А ’ Ь ~ В ’ | 

обозначают в блочном виде матрицы и векторы, состав¬ 
ленные из соответствующих векторов и матриц системы 
(3.59). Через 0 обозначены блоки, содержащие нулевые 
элементы. 
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В соответствии с уравнением (3.43) имеем 


**-= _ Д7'ф + 2/> 1 * + /?. к С 7 'ЛГ- 1 {г-Сх)\ ф(Г)=О 

йі 

(3.61) 


— + (г—Сх); х(( 0 )=х 0 , 

иі 

где /?ф*, Яхх — дисперсионные матрицы оценок. Легко 
показать, что 


-♦(*)=«(*)*, <Э(*)=0. (3.62) 

Для этого подставим уравнения (3.62), (3.57) в (3.61) 
и заметим, что 


(3.63) 

Полученная система уравнений может быть удовле¬ 
творена при произвольной х функцией 0(0, являющей¬ 
ся решением уравнения Риккати вида 

^-=2 /> х - - <24 - -1- оват 1 в (3.64) 


О(Г)=0. 


Таким образом, при нефиксированном моменте встре¬ 
чи управление, минимизирующее функционал (3.49), оп¬ 
ределяется выражением 

и{і)=±-ц7 1 В т 0х{і\ (3.65) 

где §1 определяется выражением (3.51), @ является ре¬ 
шением (3.64), а х — оценка текущих значений фазовых 
координат объекта. 

Пример. 3.3. Рассмотрим задачу управления объектом (3.20) при 
условии, что момент встречи распределен по равномерному закону 
в интервале (^ 0 , 7 1 ), т. е. 
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Для критерия (3.21), одномерного управления и @(/) = 1 из мат¬ 
рицы (3.22) и условия (3.56) получаем 
Д2 д 


Рі = 


Т-( 0 

Л 


Т — і 0 
1 


Т-і й 


Т-іц 


еі (0 = ф4 


Т — і 

т-( о' 


А = 


Элементы матрицы Ф (2X2) на основании уравнения (3.64) для 

О 0 | „ | 1 | 

удовлетворяют следующей системе уравнении 


1 0 


В = 

Л?и 


2Д2 


<и 

си 

йОп 


Т-іо 

2 А 

Т-і 0 ~ 

2А 


- 021 0і2 

О 22 


Т — ір Он 
Т — і 2 + 4 

Т — іо О11О12. 


йі 

^022 

си 


т — ір 
2 


-О22- 


Т - 

т - 


і 2 ф 4 
• *о О11О21, 


1 


Т — і 2+4 
Т-ір, 


Т-ір 2+4 7-* 


О21О12* 


при конечных условиях 0 ц(Т) =0. 

Управление и(і ) из уравнения (3.65) имеет вид 


и(і) = - 


1 


Т — ір л д 

[0п*1 (О + Оі2-^2 (О] » 


2+4 Т — І 

где Х\ и х 2 определяются уравнениями (3.47). 


3.4. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 

ПРИ ЖЕСТКОМ ОГРАНИЧЕНИИ 

Рассмотрим случай, когда управление линейным 
объектом с уравнением (3.1) 

— = Ах-\-Ви ~(“І5 х(іц)=Хц (3.66) 

си 

не должно в каждой реализации превосходить заданных 
значений V (і), например, для скалярного управления 

\и{і)\ <*/(*), Ѵ>0. (3.67) 

Ограничение (3.67) в дальнейшем будем называть 
жестким ограничением. Физически это условие отражает 
наличие в системе нелинейного элемента типа ограниче¬ 
ния. 

Рассмотрим задачу определения скалярного управле¬ 
ния и объектом, удовлетворяющего условию (3.67) и ми- 
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нимизирующего квадратическую форму значений фазо¬ 
вых координат в момент встречи: 

І=>М\хТ{і я )Рх{і и )\. (3.68) 

Управление осуществляется, как и ранее, на основе 
измерения вектора г, определяемого выражением (3.3). 
В этой задаче 



Н(х, ф, и, ^)=ф г 

(3.69) 

где 

а ±=-А^, Ф(0— ”2/>д:(0- 

аі 

(3.70) 

Управление определяется условием 



шах М [Н ( х , ф, «, /)| г**] =0. 

(3.71) 


\и(і)\<Ц <0І 


Отсюда и 

максимизирует величину ф т Ви и равно 



и $і§п Д г ф ( і ), 

(3.72) 

где В(і)- 

А 

-вектор («XI); ф (0—вектор—(«XI) 

при 

Д г ф (і) не равном нулю. 


При 

в т т=о 

(3. 73) 


управление не определяется из условия (3.71) и являет¬ 
ся особым по терминологии, принятой в детерминиро¬ 
ванных задачах. 


Для определения оценок ■ф(^) и х(і) аналогично 
(3.61) получаем систему уравнений: 


*1 = -А4+ВиС т М- 1 (г-Сх), Ф(0= 

аі 

=- 2 / 4 ( 0 , 

Л Л л 

— = Ах + Ви + В хх С Г ЛГ-1 (я _ Сх ) 

(II 


(3.74) 


■*(<о)=*о» ) 

Здесь * и В хх — дисперсионные матрицы оценок, опре¬ 
деляемые уравнением Риккати типа (3.44), и управление 
и(і) определяется выражением (3.72). 
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Прежде всего отметим, что решение уравнения (3.70) 
имеет вид 

♦ (0*= -2^(4, і)Р(Ох(і в ), (3. 75) 

где к т (ів, і) — матрица импульсных переходных функций, 
являющаяся решением матричного уравнения 

акТ ^ () =-АЧЦі в , і), к т (і в , і в )=Е. (3.76) 

аі 

Таким образом, из выражений (3.72) и (3.75) 

и(і)=-и(1) 5 і ё пВТкт(і в ,і)Р(І в ІМ [•*№;.] (3.77) 

оптимальное управление в каждый момент времени і 
максимально по величине и совпадает по знаку с оцен¬ 
кой конечного значения фазовых координат объекта при 
наблюдениях до момента і. 

Однако управление в виде выражения (3.77) не мо¬ 
жет быть непосредственно реализовано, поскольку оно 
требует оценки будущих значений фазовых координат, 
зависящих согласно уравнению (3.13) от будущих зна¬ 
чений управляющего воздействия. Для определения за¬ 
кона управления в функции оценок текущих значений 

фазовых координат х(і) будем искать решение системы 

(3.74) относительно ф(0 в виде 

$(0=-С(*.. *) [х(/) + &(*)], (3.78) 

где матрица ф и вектор функция Ь (пХ 1), не зависят от 

фи*. 

Подставляя выражение (3.78) в уравнения (3.74) и 
замечая, что 

К$х == (?7?дгдг« (3.79) 

получим дифференциальное уравнение 

<?][*(*)+&(*)] + 

Лй+Д7/зіёп8 г Ф(*)]=0, (3.80) 

где 

«(4.и»2Р(0- (3.81) 
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При произвольном значении оценки х получаем 

^- + СМ + 4 7 Х?=0. (Зг82) 

йі 

Отсюда для конечных условий (3.81) получим 

Я(і„ і)=2к т {і в , і)Р{і в )к{і в , і), (3. 83) 

где к т ( і в , і) удовлетворяет уравнению (3.76), а 
к(і ѵ ^ — транспонированному уравнению. 

При 

В т $ (0 > 0 (3. 84) 

вектор Ь(і) удовлетворяет уравнению 

а ±-АЬ + ВС/= о, где &(4)=0 (3.85) 

йі 

И 

Ь(і)— ^к{і,х)ВІІ сіх; (3.86) 

і 

при 

яФоСО (3.87) 

имеем 

-— АЬ-Ви=0, Ь(і в )=0 (3.88) 

йі 

И 

'в 

Ь(і)——^к ( і , т ) ВИ йх. (3.89) 

/ 

Подставляя в соотношения (3.84) и (3.85) выражения 
(3.79), (3.86) и (3.89), получим неравенства 

Д 

В т Ях<-ВТЯ \к{і, х)вийт\ (3. 90) 

і 

л ** 

в т ях>в т я к(і,т)виах. (З.эі) 
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Из этих неравенств при 

в т 0 ^ к(і,х)ви (ІХ>0 (3.92) 

і 

следует, что в области существования решения (3.72) 

д *В 

I > I В т () ^ к (і, т) ВЦ ах\ (3. 93) 

/ 

и, следовательно, 

|в г #*|>|Д г <2&|. (3.94) 

Таким образом, при В г ф(0 #0 

и (0 = - V (0 зі ё п вт& (і в , і) Р (О к (4, 0 лг (/) (3. 95) 

и решение пропорционально знаку оценки текущих зна¬ 
чений фазовых координат. 

Пример. 3.4. Рассмотрим задачу определения управления 

і«і<і 

линейным объектом 


х\ = и + К, хі(4) = ^ю. 


Хі — Хі, Х 2 (І й ) = Х 2Хі 


по критерию минимума среднего квадрата пролета 
# = Д-*і {( в ) + х 2 (4). 


В рассматриваемом случае 

1(* —т) О 
і — т 1(< — т) 

Произведение матриц 

В т к т (і в , і)Р{і в )к(і в , і) х (і) = (4 + Д — О [(4 + А - 0*і (0 + 

+ х 2 (() ], 

так как 

*<* в . А>0, 

то 

и (О = зі§п [(4 + А — і) х\(і) + х 2 (0]. 




Д2 

А 




к(і , т) = 


где х х и х 2 определяются уравнениями (3.47) и (3.48). 
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Непосредственной подстановкой можно показать, что 
і в 

В т Я(іъ. о Л к{{,х)Вах : =2(І в + 2А-*)>0, 
і 

поэтому условие (3.92) выполняется. 

3.5. РАСЧЕТ СТАЦИОНАРНОГО КОНТУРА ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 
ПО КРИТЕРИЮ МИНИМУМА ДИСПЕРСИИ ПРОЛЕТА 

Ранее рассматривались задачи оптимального управле¬ 
ния, в которых не фиксировалась заранее принадлеж¬ 
ность закона управления к какому-либо классу динами¬ 
ческих систем. 

Здесь мы предположим, что система телеуправления 
в целом принадлежит к классу линейных динамических 
систем с постоянными параметрами и конечной памятью, 
и рассмотрим задачу определения импульсной переход¬ 
ной функции системы в этом случае. 

В качестве воздействия на контур телеуправления 
рассмотрим линейную координату 

(3.96) 

измеряемую с ошибками п(і), являющимися стационар¬ 
ным белым шумом с характеристиками 

М[п{і)]= О, Ж (я (4) л (4)]=# 8 ( 4 - 4 ). (3.97) 

Обычно Но и йо, характеризующие начальные ошиб¬ 
ки процесса телеуправления, неизвестны априори и из¬ 
меняются в широких пределах, а ускорение / ограничено. 

Выходной координатой контура будем считать про¬ 
лет 7?р(Г). 

Рассматривая процесс на выходе при значениях вре¬ 
мени I, больших памяти Т системы, получим 

Яр V)=$ ( т ) & (* - т )+ п (* ■- т )1 а% - (3- 98 ) 

о 

Ошибка системы согласно уравнению кинематических 
связей (1.70) может быть записана в виде 

Я(4=4Л+йз(Ю-! й(т)[й 3 (і х)-\-п{і т)]й(т, (3.99) 

где іо с — время, оставшееся до встречи. 
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Для систем управления, этап телеуправления в кото¬ 
рых не является конечным, положим [24, 27] 

4с > 4- (3. 100) 

где 4 — некоторое конечное время. 

Из выражения (3.99) может быть определено зна¬ 
чение динамической ошибки Я я в момент 4, т. е. 

4с=4- (3.101) 

Введя моментные условия 


I 


к( т)й?т= I; 

%Ч[х)ах=-2С 


хк{х)Лх — — / 0 ; 

2> 


(3. 102) 


получим, что 

(3.103) 

Случайная ошибка і? С л (і) в процессе телеуправления 
определяется из уравнения (3.99) выражением 

т 

^с*(0 = |і к(х)п(і—х)еІх. (3.104) 

Дисперсия случайной ошибки с учетом (3.97) 

г 

0 К =М^к?{х)ёх. (3.105) 

Поскольку ускорение объекта / р связано с пролетом 
Яр (і) уравнением 

—=4сУр(4. (3.106) 

йі 

то случайная составляющая ускорения определяется со¬ 
отношением 

Ур(0=- і - а -^Р- (3.107) 

*ос *** 


4 3663 
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Подставляя выражение (3.104) в уравнение (3.107) 
и применяя формулу интегрирования по частям, полу¬ 
чим при условии 

*(Г)=Л(0)=0; (3.108) 

Ур(')=— [ а -^р-п(і-т)сІт. (3.109) 

г Гос Л ах 

0 

Дисперсия ускорения с учетом уравнений (3.109) и 
(3.97) определяется выражением 

(ЗЛШ) 

Заметим, что условия (3.108) необходимы для конеч¬ 
ности дисперсии ускорения Д* при белом шуме п(і). 

Ограничение дисперсии ускорения при синтезе конту¬ 
ра телеуправления может быть учтено с помощью не¬ 
равенства 

(3 * Ш) 

При этом 

(З.И2) 

*ос 

Рассмотрим задачу определения импульсной переход¬ 
ной функции к(х) стационарного контура телеуправле- 
ния> минимизирующей дисперсию пролета в виде выра¬ 
жения (3.105) при условиях (3.102) и (3.111) [24]. 

Условие оптимальности (2,135) в этой задаче примет 
вид 

—1*4 “Ь К х ) 4 " Фо “И 1 ! 1 4 * 1*2 Т * = о» ( 3 * і із) 

где фо, фь фг, фз, ф 4 — неопределенные множители Лаг¬ 
ранжа, определяемые из условий (3.102) и (3.111). 

Дифференциальное уравнение (3.113) определяет 
к(х) в интервале 0<т<Г при граничных условиях 
(3. 108) 
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*(0)-Л(Г)=0. 


В частном случае воздействия 
к 3 (і)=к 0 -\-к 0 і 


решение 


задачи имеет вид 



1 — 



(2в+1)? 




1 — 



іН 3/2 
Р/2 


(3.114) 


(3.115) 


Здесь обозначено 


Р = 




Іо. 

т ' 


На рис. 3.1 представлены графики к(%) для различ¬ 
ных условно принятых значений параметра р, характе- 


Рис. 3.1. Импульсные пе¬ 
реходные функции 6(6) 
при различных диспер¬ 
сиях ускорения 



ризующего степень ограничения дисперсии ускорения л 
с = 0,1. Для сравнения приведена импульсная переходная 
функция бопт (?) системы, рассчитанной без учета огра¬ 
ничения (3.111): 

*«,0)=-р[-5~ «+?(!-«)]• (3-116) 


4 * 
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На рис. 3.2 представлены относительные дисперсии 
ускорений 


а г 




N 

в функции параметра р, а на рис. 3.3 — относительные 
дисперсии пролета 

а -°«' т 

а *~~- • 

Приведенные графики свидетельствуют о существен¬ 
ной зависимости дисперсии ускорения от параметра р и 



возможности существенного уменьшения дисперсии уско¬ 
рения при незначительном уменьшении дисперсии про¬ 
лета. 

При р—нэо условия оптимальности в виде уравне¬ 
ния (3.113) соответствуют контуру телеуправления, 
обеспечивающему минимальную дисперсию ускорения 
при заданных моментных условиях (3.102). Отметим, 
что в этой задаче дисперсия пролета несущественно 
(на 20—30%) возрастает по сравнению с системой, 
не учитывающей ограничение дисперсии ускорений. 
Отсюда следует возможность расчета контуров теле¬ 
управления по критерию минимума дисперсии ускорения 
при заданном динамическом пролете. Полученный в этом 
случае контур может обеспечить заданные динамиче¬ 
ские ошибки при минимальном расходе управляющих 
сил [27]. 


\ 
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3.6. РАСЧЕТ СТАЦИОНАРНОГО КОНТУРА 

ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ ПО КРИТЕРИЮ МИНИМУМА 

ДИСПЕРСИИ ЛИНЕЙНОГО ОТКЛОНЕНИЯ 

В предыдущем параграфе предполагалось, что точ¬ 
ность системы телеуправления определяется значением 
пролета в конечный момент времени. Такая постановка 
предполагает, что момент окончания телеуправления і ч 
меньше момента встречи і ъ . В этом случае этап телеуп¬ 
равления не является конечным. 

Здесь мы рассмотрим случай, когда 4 = 4- При этом 
ошибка системы телеуправления характеризуется линей¬ 
ным отклонением к, под которым понимается длина пер¬ 
пендикуляра из точки нахождения объекта наведения на 
прямую, проходящую через дель под заданным углом. 

Предположим, как и ранее, что система телеуправ¬ 
ления принадлежит к классу стационарных систем с ко¬ 
нечной памятью, а воздействие кг(і) определяется вы¬ 
ражением (3.96). Аналогично уравнению (3.99) ошибка 
системы телеуправления определяется выражением 

к{і)=к а {і)-к 9 {і), (3.117) 

где 

А р(*) = І к{х)[к а {і-х)+п{і-х)\сіх-, 

п{1 )—ошибки измерения, являющиеся белым шу¬ 
мом; 

к(х) —импульсная переходная функция контура 
телеуправления. 

Динамическая ошибка к л (і) системы может быть оп¬ 
ределена с помощью моментных условий (3.102) при 
4=0 


^к{ х)Лх = \\ [хк{х)(1х=0, 

6 о 

т 

| X й к (т) йх= — 2 С 2 , 


(3.118) 


где С 2 определяет динамическую ошибку, возникающую 
при маневре цели, аналогично выражению (3.103), 


101 


Дисперсия случайной ошибки определяется выраже¬ 
нием 


г 

/) Й = 7Ѵ (3.119) 

6 


где N — уровень спектральной плотности белого шу¬ 
ма п(і). 

Согласно кинематическим уравнениям (см. гл. I) 
ускорение объекта / р связано с линейным отклонением 
.Ар уравнением 


4 2 М0 

йі 2 


/р (*)• 


( 3 . 120 ) 


Дисперсия ускорения / р определяется второй произ¬ 
водной от случайной составляющей А р (^), равной А р . 0 (і). 
По определению 


і 

Ар. с ( 0 = ^ А(т)л’(^—т)^- 


При условии, что 

А:(0)=А'(0)=А(Л=^(П^0, 


( 3 . 121 ) 

( 3 . 122 ) 


получим 

; О і= =М\к{х) а ^рат. (3.123) 

о 


Далее предлагается решение задачи обеспечения за¬ 
данной динамической ошибки при минимуме дисперсии 
ускорения. 

Решение этой задачи позволяет оценить предельные 
возможности системы наведения по точности при огра¬ 
ниченных затратах энергии объекта управления. 

Указанная задача сводится к определению импульс¬ 
ной переходной функции к (т), минимизирующей (3.123) 
при условиях (3.118). Используя метод множителей Ла¬ 
гранжа, запишем минимизируемый функционал в виде 

/ = к{х)^^-с1х — ф 0 ^ к(х)сіх — 

о о 

т т 

•“Фі ^к[х)х(1х—§^х*к{х)(1х. (3.124) 
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Оптимальная импульсная функция к(х), минимизи¬ 
рующая (3.124), удовлетворяет уравнению 

^1)=^+«КТ+^Т*. 0<.т<7\ іЗ. 125) 

й'т-і 

Решение этого уравнения прц граничных условиях 
(3.122) имеет вид 

т)=т 2 +№% (3.126) 


Множители Лагранжа фо, фь фг определяются под¬ 
становкой (3.126) в моментные условия (3.118): 


Т* ^ 5 г, I 

п Гб V 5 Г2 ) 

3780/, 28 С 2 \ 

♦■“ТГІ'-Т'л)- 


(3.127) 


Графики импульсных переходных функций к( т), 
обеспечивающих минимум дисперсии перегрузки при за¬ 
данной динамической точности, приведены на рис. 3.4. 

Полученная система обеспечивает дисперсию линей¬ 
ного отклонения в виде (3.119). 


В,=Лг|*Ѵ)Л =^г(і7-248^-+1296 Щ ,3.128) 

О 

и дисперсию ускорения в виде (3.123) 



16200 ІѴ 

ть 


о 


7— 120 —+ 560 

Г2 1 



(3.129) 


Графики изменения дисперсии линейного отклонения 
и ускорения Г),- в функции памяти системы Г приве¬ 
дены на рис. 3.5 для А /=1 и различных значений С 2 . 

Известно [17], что оптимальныё системы с конечной 
памятью достаточно сложно реализуются с помощью вы¬ 
числительных средств. Для получения простых коррек¬ 
тирующих устройств воспользуемся методом, обеспечи¬ 
вающим близость характеристик оптимальной к(х) и 
реализуемой к п (т) систем. 

Выберем в качестве приближенной систему, описывае¬ 
мую дробно-рациональной передаточной функцией с бес- 
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конечной памятью. Потребуем, чтобы система обеспечи¬ 
вала динамические и случайные ошибки, равные опти¬ 
мальным, при условии, что время переходного процесса 
приближенной системы, определяемое как время измене¬ 
ния реакции на единичную ступенчатую функцию, близ¬ 
ко к памяти Т оптимальной системы. 



о I 1 1 2117 4/5 т сен 



Рис. 3.4. Импульсные 
переходные функции, 
обеспечивающие мини¬ 
мум дисперсии ускорения 


і —'г І Г ) ід * 

Рис. 3.5. Дисперсии линейного 
отклонения йн и ускорения В] 
в функции памяти Т 


Импульсную переходную функцию к п (і) запишем в 
виде [8] 




(3.130) 


Здесь коэффициенты определяются из системы 
уравнений, обеспечивающей конечность дисперсии уско¬ 
рения и заданную динамическую ошибку: 


й?т = 1; 


?т^ я (т) й?т=0; Л я (0)=^(0)=0; I (3.131) 


ш 




Время переходного процесса может быть обеспече¬ 
но из условия 

[мт)Л=1-«, (3.132) 

о 

где е — малая величина. 

Дисперсия ускорения в приближенной системе опре¬ 
деляется условием 

N (3.133) 

о 1 

где Д,-— дисперсия в оптимальной системе (3.129). 

Условия (3.132) и (3.133) приводят к нелинейным 
относительно а» алгебраическим уравнениям, которые 
могут быть решены приближенно. 


Глава IV 


РАСЧЕТ СИСТЕМ ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 
В ЗАДАННОЙ СТРУКТУРЕ 


Рассмотрим пример конкретного проектирования си¬ 
стемы телеуправления при заданной структуре ее конту¬ 
ра, считая его стационарным до точки встречи. 

4.1. УЧЕТ ДИСКРЕТНОСТИ ПОСТУПЛЕНИЯ 

ИНФОРМАЦИИ И ТЕМПА ВЫДАЧИ КОМАНД 

Одной из основных особенностей систем телеуправле¬ 
ния является дискретность информации и управляющих 
объектом наведения команд [18]. Дискретность системы 
управления приводит к специфическим особенностям 
расчета контуров наведения [21]. Дискретный характер 
получаемой информации вносит дополнительные запаз¬ 
дывания в контур управления, повышает уровень спек¬ 
тральной плотности случайных ошибок измерения коор¬ 
динат, что приводит к снижению динамических качеств 
системы [24, 27, 28]. 

Рассмотрим упрощенную структурную схему контура 
наведения объекта в одной плоскости (рис. 4.1). 

При теленаведении объекта до точки встречи имеем 
Н(з) = 1. Если же этап теленаведения не является ко¬ 
нечным, то 

#(5>=А,$+1, 

где іо — некоторое конечное время. 

Определим характеристики оптимальной системы для 
стационарного случая, считая его основным в системах 
телеуправления, используя в качестве критерия опти¬ 
мальности «шіп Лсл» при ограничениях на динамическую 
точность системы и дисперсию случайного ускорения 
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«7 сл», т. е. рассмотрим задачу, аналогичную задаче, рас¬ 
смотренной в разделах 3.5 и 3.6 для непрерывной систе¬ 
мы. 

Предположим, что ті=Т 2 =Тз. 

Функционал, подлежащий минимизации, имеет вид 

/ (да)= Щ Я + аД, + 2 УіѴ-ь ( 4Л ) 

/-0 

где хю — искомая весовая функция. 



Рис. 4.1. Структурная схема контура телеуправления: 
х и Хъ Тз — ключи, соответствующие темпу измерения коор¬ 
динат цели х ц , объекта * р , передачи команд А,; к*(г) — 
цифровое устройство выработки управляющей команды; 

ЗУзапоминающее команду устройство на борту объекта; 
ф а ( 5 ) __ контур стабилизации объекта с выходной коорди¬ 
натой ускорением / р ; Ф к ($) — кинематическое звено; 

п ц (і) } п ѵ (і) — ошибки измерения координат цели и 
объекта. Измерители координат на структурной схеме от¬ 
сутствуют. Я( 5 )—оператор определения пролета системы 

Определим дисперсии случайного пролета и ускоре¬ 
ния объекта 

**,(/)= 2 х(<-г+&г)/? я [(5-/)Ч“ 

/ =■—ОО - оо 

со N 

—2 ^ х (* — і-\т^ х ) 2®^ — ^+^ т )ЯяЛ(^ — 0 Т ] + 

5-оо 7-0 

+ У ® {і —7+/т) У ®. (* —7+&с){/? я [($ —/)т] + 

1=0 5-0 

. +ЯД(?-/)т]}, (4-2) 

где Я т , Я п — корреляционные функции соответственно 
случайных составляющих полезного сиг¬ 
нала и приведенной к единому входу по¬ 
мехи; 


107 


N -1 — время памяти системы: 

і=в т; 

Ѳ, I, I — целые числа; 

*(і) — весовая функция идеальной системы. 

Считаем, что весовая функция по ускорению объек¬ 
та для системы с теленаведением до точки встречи мо¬ 
жет быть определена как вторая разность, а для систе¬ 
мы с наведением до іо — как первая разность весовой 
функции всей системы. Соответственно получим: 

і\ я . т=2- й- /т ) 2 д2да * (^-"Ж т )Х 

і = о е-о 


Х{/и(*-^]+ЯД($-/)т]>; 


(4.3) 


1 


(4 — О 2 


( N N 

— ’і +/Т) V Д я>о(* — "і + И х 

^ І5Г 


Х{^ т [($-/)т]+^Д($-/)т]} 


) 


(4.4) 


при 4— *=4 = сопзІ (4 — время наведения). 

Суммируя выражения (4.3) и (4.4) по частям, по¬ 
лучим 

Лл.т =2 ®т(* — — * + ^)Х 

1=0 Е-0 

X {д 4 /? т [(5 •- /) т\ 4- д 4 #„ [(6 - 1 )*№ (4.5) 




®о(<-<+^)Х 


х {д 2 /? т [(1-/)Д+д 2 ^Д(^-/)т]> ^ 

при граничных условиях 
®> т [/— /, О] =0; 4 (ІѴ + 1)т]=0; 

д® т [/ о] = 0 ; дда т [/ —4 (-/Ѵ + 1 ) т] = 0 . 

[і—І, О] =0; ъі) 0 [і—і, {Ы + 1)т] —0. . 


(4.6) 


(4.6а) 
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Условия (4.6а) аналогичны условиям (3.122) и 
(3.108). 

Требование обеспечения заданной динамической точ¬ 
ности в установившемся состоянии может быть выполне¬ 
но как и в непрерывном случае с помощью моментных 
условий 

2(ЛУ*(*-* + /т) = |і,. (4.7) 

У-0 

Подставляя выражения (4.2), (4.5), а также (4.6), 
(4.6а) и (4.7) в функционал (4.1) и минимизируя полу¬ 
ченные выражения, определим соответственно алгебраи¬ 
ческие уравнения относительно искомых до ( I — І+к) для 
объекта, этап телеуправления которого заканчивается 
соответственно в точке встречи или в момент іо. 

ЛГ 

1-0 

-4[Д 4 Я т (^-0т + Л 4 Я я ($-/)т] } = 

а т I 


/)т+/? я (5—/)х] — 


2 х 7 .(/-У+?т)/? т ($-/)т+4-2ѵу(^; (4.8) 

—00 г /-0 

2®.(/-/+6т)|[>? я (5-/)т+/? (| (5-/)х]- 

ѣг [№т (?•- 1) X + Д 8 /?. (I~ I) т] ) = 

о а о ] 


00 

_ N 

1 


Е-—00 


— 2 

+т2 ѵ,(/,) '’ 


(4.9) 


і - О 


где у, а — неопределенные множители Лагранжа. 
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Остановимся на некоторых наиболее простых част¬ 
ных случаях решения (4.8) и (4.9). 

Пусть Ят(1 — I) =0, 
п(1х )—дискретный «белый шум». 

Тогда уравнения (4.8) и (4.9) обращаются в разно-, 
стные вида 

Д 4 ®, (і — і + Іх) — а^а» т (і — і + Іх) — 

= — а т[Ѵо - Ьѵ/ г- Ь • • • +Ѵл(^) л і; (4.10) 

Д*«о (^ - 7+/т) - а* (4) 8 ® 0 (* - /+ Іх) = 

= — ®о(АЛѵо+ѵА+ • • • +ѵ« (**)"]; (4.П) 

откуда 

т Т ((— Г+ 1х)=Ее ы -}-/Ѵ 5, "-{-С8Іп(;лт-1- 

+ /9соз|лт+Ѵо+ • • • +Ѵі(ят) г ; (4.12) 
Іт)=Ае Рлт +Ве~* п '+% + 

+ • • • +Ѵ/( ЛТ У- (4.13) 

Неизвестные константы Е, Р, С, О, А, В, у могут быть 
определены из граничных и моментных условий 

® т \і —1, О] =0; 

® х [< — 7, (ІѴ+ 1)т] =0; 
д® т {* — (, О] =0; 
д® т \і—і , (ІѴ + 1)т]==0; 

лг 

2®т[*— 7+«т]=іѵ 

л-0 


®о^—7, О] =0; 

®о [*—7, (7Ѵ + 1)т]=0; 

ЛГ 

[^ — 7+«т]=ц 0 

л-О 


(4.12, а) 


(4.13, а) 


ПО 





Параметры | и р, определяющие степень ограничения" 
перегрузки объекта, аналитически выразить практически 
невозможно. Вычислить дисперсию перегрузки 'при фик¬ 
сированных значениях % или р достаточно просто. По- 
этому | и р целесообразно определять графически. 

Для примера определим параметры весовой функции 
(4.13) в простейших случаях. 

I случай. 

Пусть 

Х п (0 == л о* 

Тогда 

щ ((-- і +пх)=Ае*' п (4.14) 


Раскрывая условия 

да 0 [і —і. О] =0; 

(ЛГ + 1)т]=0; 

л-0 


получим 


К 





2[8ііЗЛГт+8ііРт— зН8(ЛГ+1) 1ГСІ1 рт] 
1 — сЬ рг 


— 2(ЛГ + 1)зЬр(Л^+ 1)г; 


^ = 1 — е-Р<лг+ 1 )т; ^ 2==е нлг+і)х_і ; ^ 8== _2зЬр(7Ѵ + 1)т. 

На рис. 4.2 изображены весовые функции (4.14) для 
условно принятых значений р, а на рис. 4.3 — графики 
дисперсий пролетов и ускорений объекта в зависимости 
от р. 

Как следует из приведенных рисунков, при р—»-оо 
характеристики системы стремятся к характеристикам 
оптимальной системы без ограничений 


Я 2 

' сл 
Р ->оо 


(?2 1 
N + Г 


(4.15) 


с 2 — дисперсия единичного замера координаты; 


Ш 



дисперсия ускорения достигает максимального значе¬ 
ния, однако в отличие от непрерывной системы она не 
стремится в бесконечность вследствие ограничения спект¬ 
ра входного сигнала частотой квантования. 



Рис. 4.2. Весовые функции системы Рис. 4.3. Графики дисперсий 
нулевого порядка в системе нулевого порядка 


И случай. 

Примем, что 

*« (0 ~ “I - 

В этом случае 

Ь — іЛ- пт)=Ае*' п +5е~ рлг -1-у*-|-у*ят. (4.16) 

Постоянные А, В, у*, у* определяются из условий 



И2 


X 


ЛГ(ЛГ+ 1)(ЛА + 2) / і — е~ р(/ѵ+1)х і— е Р(лг+і)т \ 

6 V 1 — е ~ ?т 1 — е рх / 

(ЛГ + 1) [е“Р х - ЛГе- р < лг+ *> х (1 - е - рт ) — е“ Р <лг+*)*] 

(і-«-Р х )* 

ГіѴ+2 , ЛГ в ( лг+і)т 1 —в р «лг+і>х 


X 


2 


2 1-е?' 

(АГ+ 1)[е Рх — АГе ш+1)х (і — е +?х ) —е +? < лг + 1 > т ] 


(1-е^Т 

_ М_ е -р(дг+і), , і_д-Р(Лг+іи 


'//+2 


1 - е ~ рх 


+ 


ІѴ(2ЛГ+ 1)(ЛГ+ 1) 


6 


в Р (ЛЛ+1) х ^ е —Р (ѴѴ+1)т і" 


1-в-е 


1—е рх 


Ь і= — 


N(N+ 1)(ЛА + 2) . N(2N + 1)(ЛГ + 1)е~ р (ЛГ+1)х 

6 + 6 


е -Р х _ ЛГе -р < ЛГ + І ) х (і —е~^) — е~ 9 (лг+1 > х 
(1-е-Р х ) а 

[*) + (<—<)] Г САМ-ІМѴ + 2) 


-(УѴ + 1) 

. 1 

ЛГ(ЛГ + 1)е~Р (ЛГ+1)х 


+ 


^ 2Ѵ(ЛГ + 1)(А^ + 2) | ( Л г | ц[ ЛГ(2ЛГ+1) е Р< лг + 1 > х 

6 Ь 6 

е Р*_ЛГ(і—е рх )е р( ' ѵ+1 > х —е р(лг+1)х ] , 

{\-е^Т ] + 


+ и — і) 


(ЛГ+1)(ЛГ + 2) ■ АГ(ЛГ+ 1)е р(лг+1)х 

2 ' 2 


-(ЛГ + 1) 




1 — е 


,Р (ЛГ+1)» 


1-е рх 

’ ЛГ(2ЛГ+ 1)е- р(лг + 1 > х 

6 


ИЗ 


е-Р* _ Ме~Р (/ѵ+1 )т (1 - б- 0т ) _ в -Р ^ +1 >* 
ЛГ (2# +1)е илг+1)х і 


, е р '-Ие р <” +1 ^(1-е« г )-е 0( " + ' )х 1 , 

+ : (1-е^Г Г 

| *о + ({ — і) |~ ЛГ (ЛГ Ч-1) е ~р (лг+ 1 )т_ 


X 


І_ в -Р(лг+ 1 )^ N(N+1) Л р(лг+1)т , 

_Я «г л ^ “Г 


+(ЛГ + 1) 


1-е- рт 2 

\_е ? < ѵ+1 > т 


1 — е' 


рт 


} 


- в Р’_^Р(ЛГ+1)х(1_^)_ в Р(ЛГ+1)т м - л _р (дг+1)т , 1 

*4=-(Г377 (1 )+ 

, в—Р’ — АГЛ— р <лг+і>-« (! _ в -Р-») _ в — Р«лг+і , ‘. ѵх 
+ : Гі - е-^ 

X (1 _ е-т+і» )_ {е -№+'* - /("+!),) _ 


(о + и —ю г і — 


' і_ в ?<лг+і)т 
1 — е 9х 


(1 _ е -Р(ЛН-1)Т) 


1 —е —р(лг+1)т /■, „Р(/ѵ+і)т 


—,-(1—е 

і-в“ Рт ѵ 


) + 


+ ( 7Ѵ + 1)(е- р<уѵ+1)т -^ (;ѵ+1)т )]. 

На рис. 4.4 и 4.5 изображены соответственно графики 
весовых функций системы (4.16) при і —?=0 и диспер¬ 
сий пролетов и ускорений в зависимости от параметра р. 

При р—мэо дисперсия пролета, усредненная по т, 
стремится к дисперсии оптимальной системы без огра¬ 
ничения перегрузок 

2<о + т 3$ + 3* 0 т + т2 

2ЛГ(27Ѵ + 1) + 6- N + 4-—- 

#2 - -1- * -с 2 . (4,18) 

'гл »г/гг • і\/«г ■ п\ » ' 


ЛГ(ІѴ-(- 1)(ЛГ + 2) 
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При р = 0 получаем систему, оптимальную с точки 
зрения дисперсии перегрузки. Дисперсия пролета в этом 
случае возрастает ~ на 30--40% [27]. 


гѵ 0 (і-і+пг) 



Рис. 4.4. Весовые функции 
системы первого порядка 



Рис. 4.5. Графики дисперсий 
в системе первого порядка 


Для дискретной системы второго порядка с ограниче¬ 
нием перегрузок решение принципиальных трудностей не 
представляет, однако является чрезвычайно громоздким 
и требует высокой точности вычислений. 


4. 2. МЕТОД РЕАЛИЗАЦИИ ОПТИМАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

Задачей аппроксимации полученных дискретно-непре¬ 
рывных систем с конечной памятью приближенными си¬ 
стемами с неограниченным временем переходного процес¬ 
са является определение разностных и дифференциаль¬ 
ных уравнений корректирующих звеньев, реализуемых 
соответственно с помощью цифровых и аналоговых 
устройств, обеспечивающих равенство характеристик 
точности оптимальной и приближенной систем. В [8] из¬ 
ложен метод реализации непрерывных систем с конеч¬ 
ной памятью. 

Чисто дискретные системы могут быть реализованы 
аналогично. Вопрос реализации дискретно-непрерывных 
систем с конечной памятью является более сложным, так 
как требует выбора как непрерывной, так и дискретной 
частей приближенной системы, обеспечивающих при их 
соответствующем соединении точность, близкую к точно¬ 
сти оптимальной системы. 

Рассмотрим наиболее простой метод реализации. 
Представим контур наведения объекта в виде последо- 
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вательного соединения дискретного Гі(пх) и непрерыв¬ 
ного Р%(і) фильтров [31]. 

Будем искать.приближенную систему ы> п (і— 1+пх) 
как последовательное соединение звеньев Р 8 (пх) и р н (і) 
с неограниченным временем переходных процессов: 

'^п(і-і+пх) = ^Р н (і-і-{-пх-Іх)Р е (Іх). (4.19) 

/-0 

Учитывая, что оптимальная система является суммой 
произведений функций вида ф(/ — і) и ф(/т), предста¬ 
вим как 

к 

р « (/ — /+ Іх — пх )=2 Ф/ (*'— О Ь ( Іх — пх )> (4.20) 

і-і 

где к — число моментных и граничных условий на си¬ 
стему. 


т(і-і+пх ) 


ц(*)+л(г)^ 


Г,(т) 


ГМ 


Рис. 4.6. Схема реализации весовой функции оп¬ 
тимальной системы 


Определяя неизвестные параметры и Р ё из момент¬ 
ных и граничных условий и подставляя их выражения в 
соотношение (4.19), можно получить весовую функцию 
приближенной системы. 

Найдем выражение приближенной дискретно-непре¬ 
рывной системы на примере оптимальной системы пер¬ 
вого порядка. При этом для простоты опустим условие 
ограниченности перегрузок объекта, учет которого прин¬ 
ципиальных трудностей не вносит. 

Тогда 

і 

ѵ>п (і - *~+ к) = - *) 2 ?1 {Н-пх)Р е (пх) + 

п =0 

+$2 {і - і) 2 ?«( Іх - пх ) р е ( пт )- ( 4 . 21 ) 

Л-0 
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Приближенная система для обеспечения заданной 
динамической точности должна удовлетворять момент¬ 
ный условиям 


*+ /т )—1» 

/-о 

2 Іхтю п {і-і-\-Іх)= — і 0 — {і—і). 
і-о 


(4. 22) 


Требуемое время переходного процесса и дисперсия 
пролета обеспечиваются обычно приближенно соответ¬ 
ствующим выбором свободного параметра системы. 

Подставим выражение (4.21) в соотношения (4.22) и 
разрешим полученную систему уравнений относительно 
функций фі-(/ — {): 


Фа — 0—<4^4^—4» 


(4.23) 


Г * 

где V /т V ср 2 (/т - пт) Г г ( пх ) + 

+ 4 22 9а(1х — пх)Р х (лт) 1 ; 

/-о л—о ] 

< 4 = —\ ро ^ «Рж ( ІХ — пх ) Р 8 { пх ) 4 - 

+2 Іх 2 ? і( /т — пх ) Р е ( пх )\ 

1-0 л—0 ^ 

к=\ У] Та ( Іх ~ пх) Р е ( пх ); 

4 = —2" Ті (/Т ” ЛТ) р г (лт) - 


(4.24) 


/—О л-0 


(4.25) 
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00 - - 

і = 2^2 <Рг V х — т ^ пх ) Х 

/=о 'л =о 

х 2 2 Ті ^ ~ лт ^ ^ ( ^ — 

Г-0 л -0 

—2 Іх 2 ?і ( /т - ЛТ) ^ ( йт ) х 
/—0 л—О 

*22 <р а (/т — пх)Р к (пхЬ 

г-о л -о 

Р п (і—і + 1х—пх) =с?іфі(/т—пт) +^ 2 фг(^—лт) + 

+ (*— О^іФі (Я— лт) +4ф 2 (^—лт)]; 

Р„(і —— лт)=І. 1 (/т—-лт)+ (і—і) Ь 2 (1х — пх). (4.27) 

Так как функция іч, зависит от суммы аргументов 
((— I) и (Іх — лт), она должна удовлетворять условию 

дР к (і — І+Іх — п%) _ дГ н (( — (-+ Іт — пх) , 4 28 ) 

д\і — і) д (Іх — пх) 

Из условия (4.28) следует 

Ь 2 =Ь; 1 2 —а-{-Ь(1х — пх), 

т. е. Р н (і—і-\-Іх— пх)—а -\-Ь(і—і-\-Іх — пх). (4.29) 

Определив Р я и подставив выражение (4.19) в соот¬ 
ношения (4.22), найдем тождественные зависимости 
относительно аргумента (і — Т) 

•22 Р е (пх)+Ь 22 (Іх — пх)Р е (пх)-\- 

/—0 л-^0 /—0 л—0 

+м^-о 22^ (йт)==1 * 

г=°л-° ^ ^ | ( 4>30 ) 

а 2 Іх 2 р е ( лт )+ Ь 2 л 2 ^ “ пх ) ( ЙТ ) + 

г-о л-о г-о л- о 

"Ь ь (і —/) 2 ^ = *о 0* 

/—О л-0 
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Условия (4.30) могут быть выполнены только в том 
случае, если дискретная система является дифференци¬ 
рующей второго порядка, т. е. 

Р' е (пх)=й?Р е і(пх), (4.31) 


при этом 

/Ѵі(0)=0; 

д/ ? ,і(0)=0. 


(4.32) 


Требования (4.31) и (4.32) физически понятны, так 
как в рассматриваемом случае непрерывная система 
(4.29) имеет по'люс второго порядка, который необхо 
димо компенсировать. 

Раскрывая выражения (4.30) и используя соотноше¬ 
ния (4.31) и (4.32), получим систему четырех алгебраи¬ 
ческих уравнений для определения параметров Р е (пг) и 
а, Ь системы при точном выполнении моментных усло¬ 
вий (4.22) 


Р гі(0) —0; Р'я'і(х') —0; ■ 


со 



К*+ 1)*]=7 


2 от/? «1К я +1М в Т 


* I 

) 


Зададим Р е \{пх) в виде [см. (3.130)] 

Р е 

і-\ 


(4.33) 


(4.34) 


Примем сц изменяющимися по геометрической про¬ 
грессии и из решения системы (4.33) определим дискрет¬ 
ную и непрерывную составляющие весовой функции при¬ 
ближенной системы. 

Для системы первого порядка положим к = 3, тогда 
Р е1 (пх) =А 1 е-*"' + А і е-* п ' + А 3 е- і * гп і 

Г я {і)=а+ЬЬ 
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(е +2ат — 1)(е их — 1) . 
Ьх г (е Ых — і)в ат ’ 




е 4ат - I . 
6т2е ат ’ 


е от (е ат —1)(е 4вт -1) 

6 Т 2 ( е з«т_ 1 ) ’ 

Ьх |е- 2< " (в -вт + і)(е 2ат + 1) (в ат + 1)2 + 

(е 4 “ т — 1 2ах + е -гс + 1) 

+ ( е 3 -+ 1)( е - 2 «+ «-«+ 1) [А( е 2«х_ 1) _ е а^ 

і ' 


Параметр Ь перераспределяет коэффициент усиления 
между дискретной и непрерывной частями системы и мо¬ 
жет быть задан произвольно. 


Выбрав а в виде аяа— 5 : 2 

ЛГт ’ 


(4.37) 


получим приближенную систему, дисперсия пролета ко¬ 
торой несущественно отличается от дисперсии оптималь- 




Рис. 4.7. Структурная схема реализации системы 
телеуправления 


ной системы, а время переходного процесса близко к рас¬ 
четному. Определим теперь выражения корректирующих 
устройств. 

Представим структурную схему т(1 — Т+пх) в виде 
рис. 4.7. 

При телеуправлении до точки встречи имеем Н($) = 1. 


Выражение 


Л, (*) 

—— представляет собой 

Я (5) 


последователь- 
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(4.36) 



ное соединение кинематического звена — и бортового 

5 2 

контура объекта Ф а ($). 

Дискретное корректирующее звено К* (г) определяет¬ 
ся зависимостью 


К*(г) = - 

1-Л 





Лн (5) 
(о 5 ■+• 1 


(4.38) 


где г — символ 2-преобразования. 
В рассмотренном примере 


<»«(*) 


Д5 + Ь . 
+ 1 ’ 


(4.39) 


где 


К*{г)=—Ь г2 + Ь* 
гі + а х г + а 2 


(4.40) 


1 0 — А і (е -5 ат -[- е~ 3ах ) + А 2 (е -3 " 1 -ф в -6 *'*) -ф Л 8 (е~* ах -(- е~ ш ) 
<*і— -{( е - 4вт + е - 2 "+^"+^^) + 


а 2 =е 



Следует отметить, что заданная часть каждой си¬ 
стемы наведения для фиксирования команд, поступаю¬ 
щих на объект, должна содержать запоминающее уст¬ 
ройство с передаточной функцией 

^з. у ( 3 )= — Г " (4.41) 

- 5 

Выражение (4.41) должно быть учтено при реализа¬ 
ции дискретной и непрерывной частей системы. Непрерыв¬ 
ная составляющая корректирующего устройства Ф а ($) 
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может быть реализована соответствующим выбором 
стабилизирующих обратных связей при формировании 
автономного контура объекта, установкой фильтров по 
цепи прямого сигнала и т. д. 

В качестве примера на рис. 4.8 приведены частотные 
характеристики некоторой приближенной системы, ап¬ 
проксимирующей рассмотренную оптимальную систему 
первого порядка. 



Как видно из рис. 4.8, для реализации требуемой точ¬ 
ности в каждый момент времени непрерывные звенья 
коррекции в значительной степени участвуют в формиро¬ 
вании основных свойств системы. 

Если непрерывная часть системы фиксированная, на¬ 
пример, контур стабилизации объекта удовлетворяет 
требованиям самонаведения, которые более жесткие, 
заданная точность может быть реализована с помощью 
цифрового фильтра только в моменты времени, кратные 
периоду квантования. Если время «памяти» системы 

значительно превосходит период дискретности (~^20), 

то точность в промежутках между съемами информации 
существенно не изменится. 

4.3. О РЕАЛИЗАЦИИ ЦИФРОВЫХ 
КОРРЕКТИРУЮЩИХ ФИЛЬТРОВ 

Выше изложен один из методов получения цифрово¬ 
го фильтра в дискретно-непрерывной системе. 
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При заданной бортовой части объекта оказывается 
возможным и целесообразным определять цифровой кор¬ 
ректирующий фильтр в виде 2 -формы от фильтра, полу¬ 
ченного формированием системы как непрерывной. Хотя 
в этом случае и имеет место некоторое искажение харак¬ 
теристик системы относительно оптимальных (особенно 
на высоких частотах), в части реализации фильтра пре¬ 
имущества несомненны. Рассмотрим корректирующее 
устройство, которое может быть получено в результате 
реализации различными способами оптимальных систем, 
определяемых из условий (3.113), (3.126). 


К(э)= 


Т\$ч + 2Г + 1 


Найдем 
ции (4.42): 


(г |«2 + 27252*+ І^ав+І) 
2 -преобразование от передаточной 


(4.42) 
функ- 


К'{г)- 


Р(г) 

>(*)' 


(4.43) 


При | 2 <1 имеем 


Тг 




— ііЗ —Л 

Ах л ^2 х г- 1 г» Ах т 9 

7Г е 008 ~ 


_;2-|1 е ^соз^І-^ }** + 


+ /1 ІГ 

е 


и* х 
Ах - т 2 т 8 


' Т і 


соз 




Тз 


■и 


^(*)— г ‘со!^уТ-§-« 




) 
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+ 2 * 


_ 

т 2 Т з 


соз^|/1-$1 + ^ 


2І,х _т_ 

' Г 2 Г, 


л Т а (т\-тр + 2Т 1 Т 2 (Г 2 1 І -Т&) 

ТІ + ТІ-2Т 2 Т& 

в Т 3 (2Т 1 і 1 -2Т 2 Ы-Т 2 1 + ТІ 
Т\ + Т\-2Т 2 Т г Ч 2 

с Т\ + Т\-2Т<Г Ѣ Ь 
— ТІ + Т\-2Т 2 Т^ 2 
При | 2 > 1 имеем 

0{2)=х{А + В^-С)г^^\-Ах[е-^^ г е~ ГГ )- 
-Вх{е~ ГГ - Сх (<Г‘ Т + е~^) ] г* + 


В(г)=г » + \-е 


-\-х\Ае 3 -\-Ве 3 \Се~ 


Тз ) г 2 


Т^Т%о?$ — Г] а2 — 27'і5і7’ 3 аЭ + Р7 3 + 2Т кісх — 1 ^ 

" тКтІ&ѵ-т&г-тІор + т^ + <*-$) ’ 

2Т&Т&Ф - аТ я - Т\Т З сф2 + 7> - 2Ы$ + 1 > 
ТІ(ТІаЦ-Т ѣ <е-ТІ<ф + 7' 3 р2 + а _р) ’ 

а Т\ - 27,6,7-80 - р7* + 27,6,7 8 р + 7? а - Т$ # 
7-2 (Г|а2р - Гдаг - г|ар 2 + ф + а - р) 

-ег + К 5 » -1 . -«г-]/?!- 1 

__ , Р= ^ • 
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Одной из основных особенностей (4.44) является вы¬ 
сокая потребная точность вычисления коэффициентов. 
Допустимая погрешность в вычислении приближенно мо¬ 
жет быть задана как 

(ист) — -^г (выч)<0,1, (4.45) 

где Т к — коэффициент при старшей производной диффе¬ 
ренциального уравнения фильтра; 
к — порядок дифференциального уравнения. 

Первый член соотношения (4.45) представляет собой 

„ т к 

истинное, а второй вычисленное значение параметра— . 

т* 

Определим К* (г) для передаточной функции (4.42) 
по соотношениям (4.44) при следующих условно взя¬ 
тых конкретных значениях параметров. 

7' 1 =24; Г 2 ==7; 7’ 3 =4; ^=1,5; $*=2; т=0,5. 

Имеем- 

у ./ _ 1.50505 - 2 , 90609.?— 1 + 1,40199 г ~ 2 

1 ] 1 — 2 , 62968 аг “ 1 + 2,29323 г “ 2 — 0 . 6626.? -8 ' ^ 4Ь ' 

Как видно из выражения (4.46), ошибка в коэффици¬ 
енте числителя при гг 2 на 0,0005 приводит к тому, что 
общий коэффициент усиления меняется в 1,5— і-2 раза, 
а ошибка — 0,001 в коэффициенте знаменателя при 
2-1 — к неустойчивости корректирующего устройства. 

Требование высокой точности к параметрам дискрет¬ 
ных фильтров обусловливает трудности их реализации 
[21]. Во-первых, разрядность специализированных вы- 
числительных машин должна быть ограничена, а допол¬ 
нительные операции с удвоением разрядности нежела¬ 
тельны, так как увеличивают время обработки информа¬ 
ции. Во-вторых, в системах наведения, работающих в 
широком диапазоне условий, необходимо менять коррек¬ 
цию по режимам полета объекта (скоростному напору, 
высоте, дальности и т. д.). При этом характери¬ 
стики системы фиксируются в узловых точках, между 
которыми производится интерполяция их значений. Ин¬ 
терполировать коэффициенты дискретных фильтров для 
получения требуемых свойств системы по режимам на¬ 
ведения очень сложно [32]. В связи с этим можно пойти 
по пути интерполяции коэффициента усиления и посто¬ 
янных времени непрерывного анадрга, Реализация кор- 
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ректирующих устройств подобным образом, повидимому, 
более справедлива, так как коэффициенты Т іу 5* П І )И 
своем выполнении допускают значительные разбросы. 
В этом случае коэффициенты дискретных фильтров вы¬ 
числяются в каждый необходимый по условиям задачи 
момент времени. 

Однако проводить вычисление управляющей коман¬ 
ды, используя соотношения (4.44) также достаточно 
сложно. 

Гораздо проще воспользоваться преобразованием 
Эйлера, определяющим 2 -форму фильтра простой заме¬ 
ной оператора дифференцирования первой разностью, 
т. е. полагая 


$=— (1 — (4. 47) 

т 

Для системы телеуправления частотные характери¬ 
стики корректирующих устройств, полученных методом 
Эйлера, должны несущественно отличаться от частот¬ 
ных характеристик, найденных г-преобразованием от 
непрерывного аналога. 

На рис. 4.9 для примера приведены частотные харак¬ 
теристики К* (г), полученные 2 -преобразованием пере¬ 
даточной функции (4.42) и преобразованием Эйлера от 
этого же выражения. Для следующих условно принятых 
параметров 

7\=24; Г 2 =7; Г 3 =4; Б, = 1,5; Ь=2; т=0,5 

г-формы, по которым рассчитывались частотные характе¬ 
ристики соответственно для г-преобразования и преобра¬ 
зования Эйлера, имеют вид КІ(г) [см. выражение 4.46)] и 

„„ 1,07560 — 2,08695 г -1 + 1,01185 г~ 2 

Л э(' г >~! _ 2,65963г —1 + 2,3487 г~ 2 — 0.68862г -3 ' 

Как видно из рис. 4.9, характеристики отличаются 
несущественно. 

На примере передаточной функции (4.42) для преоб¬ 
разования Эйлера рассмотрим способ, позволяющий со¬ 
кратить до минимума число операций, выполняемых в 
вычислительной машине с повышенной точностью, а так- 
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же общее количество операций. В качестве констант в 
алгоритм ЦВМ могут быть заложены коэффициенты: 



Рис. 4.9. Частотные характеристики корректиру¬ 
ющего звена при различных способах реализации 


а выходной сигнал х{п) корректирующего фильтра вы¬ 
числяется по формуле 

х [п\ = Л- {у [»]+ЦЛУ1 Л 1 + с ъ^У М — . 
с 0 

— с\х [ п — 1 ]— с~х [п — 1 ] — срс [п—2\ — с\х [п —3] }, (4.48) 
где 

с 1 =Ь 1 ; с%=Ь ъ ; с\=—Ь$ с* 2 =ЗЬ 2 -\-Ь 3 ; 

с;=-(Зй 2 -Ю; *Г=-(*з-ІЛЪ 

причем порядок вычислений соответствует наиболее про- 
стому варианту структурной схемы, приведенной на рис. 
4.10. 

При реализации корректирующего звена соответст¬ 
венно этой структурной схеме высокая точность вычисле¬ 
ний требуется только при получении коэффициента со и 
при делении на полученную сумму; причем потребная 
точность определяется необходимостью воспроизведения 
последнего знака целого числа в сумме 1+&2+^з+^4- 
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Как видно, данный алгоритм вычислений достаточно 
прост. ^ 

Следует отметить, что в отличие от непрерывных си¬ 
стем для цифровых устройств существенное значение 
может иметь время выхода фильтра на режим, чтонепо 
средственно связано с заданием начальных условий на 
его координаты. 
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Рис. 4.10. Блок-схема реализации 
цифрового корректирующего устрой¬ 
ства 


Будем насыщать цифровой фильтр, заданный в виде 
(4.48), следующим образом. На первом такте работы при 
получении одного замера у[гі\ решение единственно, т. е. 

■*Ц]=У[І]. (4.49) 

При реализации чистых дифференциаторов решение 
может начаться только по нескольким замерам: двум — 
для вычисления первой производной, трем — для второй 
и т. д. На втором замере предполагаем, что входной сиг¬ 
нал имел до начала работы фильтра постоянную произ¬ 
водную, определяемую по двум полученным замерам, а 
выходной сигнал х[п] был равен у[п], тогда 

•* [2]=4- М 2] + с х Д */ [2] - (с*+с**) у[Ц-с\{2у[\)- 

-У [2]} -с\{Ъу\\\-2у \2]}}. (4.50) 
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По трем замерам недостающую координату вычис¬ 
ляем, проводя через них параболу [32]: 

*13 ]= 4 - {ут + с^у[3} + с 2 ^у[3]-(сІ + сІ*)х[2}- 
«о 

-сІх[Ц-сІ{-3,5у[3\-\-9у[2]-4,5у[т- (4.51) 

Со следующего такта фильтр уже работает в полно¬ 
стью насыщенном режиме согласно выражению (4.48). 



Рис. 4.11. Переходные процессы отра- 
ботки единичного воздействия коррек¬ 
тирующим звеном 


На рис. 4.11 приведены переходные процессы отра¬ 
ботки фильтром К* (г) единичного скачка соответствен¬ 
но при нулевых начальных условиях и при насыщении 
его описанным способом (прямая х=\). Сравнивая 
кривые, видим, что при отсутствии насыщения время 
выхода фильтра на заданный режим существенно. 

Корректирующие фильтры более высоких порядков 
нецелесообразно реализовать в дискретных системах те 
леуправления вследствие значительной сложности. 
В процессе проектирования желательно стремиться к 
уменьшению порядка цифровых фильтров, используя по 
возможности при формировании оптимальных систем за¬ 
данную непрерывную часть. Повидимому, определенный 
интерес представляет рассмотрение так называемых 
фильтров с конечной памятью, выходной сигнал которых 
определяется по двум, максимум трем, значениям вход¬ 
ной координаты, т. е. 

х\п] = у [»] + «іД у [п] + а 2 й?у [»]• (4.52) 


5 3663 
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Реализация такого фильтра проста: выход на режим 
работы соответствует всего двум—трем тактам дискрет¬ 
ности. Пролеты могут быть обеспечены близкими 
к пролетам в оптимальной системе. Соответствующим 
формированием бортового контура ракеты можно огра¬ 
ничить перегрузки в допустимых пределах. Тогда 
возможность использования таких фильтров определится 
соотношением дисперсии управляющей команды и ее 
допустимого значения, так как последняя в данном слу¬ 
чае ограничивается только частотой квантования. 



Рис. 4.12. Частотные характеристики звеньев кор¬ 
рекции с конечным и неограниченным временем 
переходных процессов 


На рис. 4.12 приведены частотные характеристики 
К*(г), для которого в первом случае непрерывным ана¬ 
логом является выражение (4.42), а во втором фильтр 
вида Г 2 5 2 +27’|5+1, обеспечивающие примерно одинако¬ 
вую память по выходной координате. 

Расчеты проводились при следующих условно задан¬ 
ных значениях параметров: 

7\=5; 7' 2 =0,4; Т 3 =0; Т=5; 

5х=і; Ъ=и ?=і; т=і. 

Как следует из приведенного рисунка, на низких ча¬ 
стотах получается достаточно близкое совпадение. Наи¬ 
большее расхождение характеристик наблюдается на 
средних частотах, которое может быть скомпенсировано 
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формированием бортового контура. На высоких часто 
тах управляющей команды характеристики вновь близки 
из-за ограничения частоты квантования. 

Однако следует отметить, что использование 
фильтров с конечной памятью не позволяет значи¬ 
тельно повысить добротность системы управления [17], 
что практически исключает целесообразность их приме¬ 
нения в системах теленаведения до точки встречи. 


4.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОМПЕНСАЦИОННЫХ 
СИГНАЛОВ В КОНТУРЕ 


В предыдущих разделах контур телеуправления рас¬ 
сматривался в виде замкнутой системы, воздействия на 
которую приведены к одной точке — ее входу. Однако 
наличие двух независимых источников информации, из¬ 
меряющих координаты цели и объекта, позволяет обра¬ 
батывать их раздельно, т. е. построить двухполосную 
систему разомкнуто-замкнутой структуры, заданные ха¬ 
рактеристики которой обеспечиваются с помощью двух 
различных звеньев коррекции. Если формировать си¬ 
стему как двухполосную, то система интегральных урав¬ 
нений относительно искомых весовых функций Доі(т) 
и ш 2 (т), полученная для критерия (4.1) при телеуправ¬ 
лении с самонаведением на конечном участке, имеет вид 


^ Щ (*) !#т, (І — *) +#«, (І — X) 


о 


+ 



**„.<*-*> 1 

дід х 

*" дідх 


V ( д2Я„ {і — Т)] , 

+ ^ а, 2( т )ря.= 0 ! — Т ) + ° — 

О ' ’ 


\ 


(4.53) 


—~Ь ^ х і( т )^'”, [і х)йх\ 
/*=» 0 —00 


5* 
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^ ^2 СО {І Т) -\~Яп 2 {1 — Т) -{- 


+ 


в [ : 


+ 5 «іСОІ#*., (*—*)+<* 

л ' 


**«..(*—О , **„,(<-*) 

ді дх 

#Хп.Лі-*) 


дідх 


| Лх-\- 


ді дх 


г йх — 


=^Ѵ 2 /+ ^ «аСОЯтД* —Т)</Т 

/—О —оо 

при следующих граничных условиях: 

я>і(0)=0; ® 1 (7’ 1 )=0, 

да 2 (0)=о, Щ(Т 2 )= о, 


(4.53) 


(4.54) 


где индексами «1» и «2» обозначены весовые функции, а 
также характеристики входных воздействий соответст¬ 
венно по первому (каналу цели) и второму (каналу объ¬ 
екта) входам. 

Решения (4.53) сравнительно просто могут быть по¬ 
лучены в общем виде, однако останавливаться на них не 
будем, так как, по нашему мнению, практической цен¬ 
ности они не представляют. Если принять, что случай¬ 
ные процессы измерения координат цели и объекта меж¬ 
ду собой не коррелированы, то система (4.53) распа¬ 
дается на два уравнения, зависимость между которыми 
сохраняется только через условие ограничения перегру¬ 
зок. Требуя, чтобы объект расходовал вполне опреде¬ 
ленную часть располагаемой перегрузки при воздействии 
на входы системы каждого из случайных сигналов из¬ 
мерения координат, получим полностью независимые 
уравнения относительно весовых функций до,(т) и щ(х). 
Определив передаточные функции системы с обратной 
связью 1 ^ 2 ( 5 ), всей системы со входом по координате 
пели №і($) и разделив Н?і($) на № 2 ($), можно получить 
звено коррекции в разомкнутой цепи. Параметры Н^і( 5 ) 
и 1 ^ 2 ( 5 ) определяются характеристиками измеренных 
сигналов и ошибками бортовой аппаратуры объекта. 
Для примера определим корректирующие звенья К\(г), 
Кі(г) двухполосной системы, изображенной на рис. 4.13. 
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Возьмем систему второго порядка и реализуем ее в 
виде 

+ + + (4. 55) 

Определяя постоянные Л о, А и Л 2 , Л т из моментных 
условий 


^к{і)йі= 1, 

6 

| ік {і) йі=— і 0 , 
| і г к ( і) йі= — с 2 


(4.56) 


Рис. 4.13. Струк¬ 
турная схема двух- 
контурной системы 
телеуправления 


-\Х г (і) Н $) I 



и из граничного условия 

К(0)=0 (4.57) 

и переходя в частотную область, получим 

I [-Ч-тЧН 8021 -I 

ѴГ(5) = -—- 3 - - - 


- 1 — 3 * + І±Л_ 5 3 + 7(2+ .ІІ- 5 2 + 

8а 3 *][ 8а 2 ? 

+ _ 


V 4ау 


70 32 

45 — 7 7 —— + — 

7 7 3 

[т( 7 -тЧ)-Ь 


5+1 


(4.58) 
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Свободные параметры а и у могут, быть определены 
из условий обеспечения заданного времени переходного 
процесса и степени ограничения ускорения объекта 


*,(*) = 


• /. 20 16 \ / „ 70 32 \ 

7 ( 5 —12 — 2 + з ) + 2а 2*0 ( 45 — 7*2 — — + “Г ) 

_ 72 72 / _\_ 72 72 ' 

[^( 7 _ 1 Г + 4') _1 ] 8а?12 


^22 


(вОо 


<0 


,3 , 1 + ( 7 + 72 )« 2<0 „ , 

, * 3 +- гі - 82 + 

2 Т2 С 22 8а2-(2^22 


4 + 7Т2 


Х52+І + *°)* + 1 


+ 


7а2^р (2 + 72 ) ~і~ 7 + 72 
8«2 Т2«22 


«+ 1 


■ с 22 


(4. 59) 




>2 («)' 


(4.60) 


Пусть параметры гипотетически заданной системы 
имеют следующие значения: аі = 0,06; а 2 =0,03; с 2 і = 20; 
с 22 =1000; уі = 15; Ѵг=30; т=1,5 сек. 

Данные значения а соответствуют временам переход¬ 
ных процессов в первой системе ГідабО сек и во второй 
Гг» 100 сек. 

Обращаясь к выражениям (4.59) и (4.60) при задан¬ 
ных параметрах, получим: 


К г (5)=0,001 
КгМ 


630$2 + 705+1 


Полагая 5= 
фильтров 


52$з + 62«2 +165+1 ’ 

(550з 2 + 40$ + 1)(33$ + 1) 
(1620^2 + 705 + 1)(4$ + 1) 

1—г-1 


определим выражения цифровых 


Ч*)= 


5 ,1724683— 14,753878^—1 + 14,0323832-2 — 4,45016612-3 . 
1 — 2,5880289*-1 + 2,2180891г— 2 — 0.62925298гг-з ’ 


, 0,00600372 — 0,011123312—1 + 0,00513789г—2 

* г '~~ 1— 2,046158^—1 + 1,3434852-2 — 0.2790205-3' 


На рис. 4.14 приведены графики сигналов *і(0> х 2 (і), 
а также ошибок наведения Ні(і), Н 2 (і), полученные 
расчетом системы на ЦВМ с фильтрами К\(г) и 
КІ(г). 

На рис. 4.14 Х\(1) —заданный входной сигнал, яЦ/) = 
= 5 і 2 ; х 2 (і) опережает Х\(і), так как Т\<Т 2 . 

Установившиеся значения ошибок Н\ и Н 2 соответст¬ 
вуют расчетным, т. е. 

Л х = 10 с 21 =200; 

А 2 = 10 с 22 = 10000. 

Если точности измерения координат цели и объекта 
соизмеримы, а ошибки бортовой аппаратуры существен¬ 
ны, то характеристики №і($,) и ѴР 2 (з) должны быть близ- 



Рис.. 4.14. Графики переходных процессов в 
двухконтурной системе 


ки. При достаточно точной бортовой аппаратуре нет не¬ 
обходимости делать быстродействующей систему по ко¬ 
ординатам объекта. 

Следует, однако, отметить, что системы управления, 
реализованные по разомкнуто-замкнутой структуре, кри¬ 
тичны к разбросам параметров, причем их критичность 
тем выше, чем больше опережающих свойств системы за¬ 
ложено во внешней корректирующей цепи. 
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Рассмотрим систему телеуправления (3.126). Примем 
форму реализации выражения (4.55), добавив дополни¬ 
тельный член А 3 е~ &а К 

При телеуправлении до точки встречи выражение 
(4.56) обращается в следующее: 


к(і)сІі = 1; 


| ік(і)(1і— 0; 


о 


Рк{1)<іі=—с г . 


(4.61) 


Для конечности перегрузки, кроме условия (4.57), не¬ 
обходимо второе условие 


Л'(0)=0. (4,62) 

Определяя константы А { из условий (4.57, 4.62, 4.61) 
и переходя в частотную область, получим: 


1Г(5)= 


_ ( Іо ^ 2 ) $ 2 + 1\з ~{~ 1 _ # 

/ 0 « 5 + ІІ + 1 3 $ 3 + / о $ 2 + 1\8 -)- 1 * 


А> 


60 + 357 . 
327 а 2 ’ 


/» — _ 1 . 
0 ~64 7 а5 * 

^_ 70 + 157 
2 647 а 3 


I 8 + 157 . 
1_ 87 а ’ 

/*_ + 7 . 

1_ 647«4 * 


(4.63) 


Положим в соотношении (4.63) в первом случае с 2 1 = 
=0, а во втором, соответствующем системе с обратной 
связью, С 22 —С 2 . Разделив первую систему на вторую, по¬ 
лучим при сохранении быстродействия (/*•,=/»,) коррек¬ 
тирующее устройство на входе, повышающее порядок 
астатизма всей системы до третьего 


/ ад =— ^ +/і5 + 1 _ 

(Й> — С<А 5 2 + 1\5 + 1 


(4. 64) 
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Представим Л\($) в виде, приведенном на рис. 4.15, 
и определим выражение компенсационного сигнала 


а к ($)=* ц (*)1Р к (5), (4.65) 


где Г к (5)= 


_ С_2& _ 

(*о ^ 2 ) ^ "1" -Ь 1 


(4. 66) 


Аналогично для системы с теленаведением до момен¬ 
та іо можно определить Кі(з) и ѴР К ($), 
где 



(4.67) 


1 1= І+И 

1 4аі 


■Ь^О' 


(4.68) 


Таким образом, сигнал компенсации динамической 
ошибки системы теленаведения с астатизмом второго по- 


ХМ) 


Ш4 


**(*) 


К Нед— 


Рис. 4.15. Схема реализации двухконтурной 
системы 


рядка может быть определен посредством двойного диф- 
ференцирования входного воздействия с весом, обратно 
пропорциональным коэффициенту усиления контура уп¬ 
равления. 

Если цепь компенсации суммировать непосредст¬ 
венно с управляющей командой, выражения № к х соот¬ 
ветственно принимают следующий вид: 
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ѴГ«Хт(«) 


(4.99) 


с 2 $ 2 


\^кХО=- 


- 5 3 + - 5 2 +- ^ + 1 

с 2 с 2 с 2 

_ С 2 3 2 


*0 


8а4-(С2 


5 3 


1 + (7 + 7) а ^о 
Ъа^с 2 


52 


7а^р(2 + 7) + 7 + 7 
8а 3 7С2 


5 + 1 

(4.70) 


При получении выражений (4.69) и (4.70) предпола¬ 
галось, что коэффициент усиления /( 2 ( 5 ) = 1. 



Рис. 4.16. Частотные характеристики систе¬ 
мы, астатической третьего порядка 


Если положить с 2 =0, получим одноконтурную замк¬ 
нутую систему, астатическую третьего порядка. Очевид¬ 
но, что при номинальных параметрах система с внешней 
компенсирующей цепью и замкнутая система (с 2 =0), 
идентичны по основному входному сигналу — координате 
цели. Системы отличаются по степени фильтрации оши¬ 
бок измерения координат объекта и отработке ложных 
сигналов бортового контура. Наибольшее различие си¬ 
стем имеет место при разбросах их параметров относи¬ 
тельно номинальных значений. На рис. 4.16 изображены 
частотные характеристики разомкнутой системы (4.63) 
при следующих значениях условно принятых параметров: 

е а =0; а=0,75; у=8. 

Как видно из рис. 4.16, фазочастотная характеристи¬ 
ка системы имеет две точки пересечения с осью 18(Г, т. е. 
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как справа, так и слева от частоты среза возможен не¬ 
устойчивый режим работы. В системах телеуправления, 
особенно на участке отработки больших начальных рас 
согласований, возможны существенно нелинейные ре¬ 
жимы, приводящие к падению коэффициента усиления 
контура наведения [11]. В этом Случае на низких часто¬ 
тах может наступить неустойчивость системы. С другой 
стороны, увеличивать сг также нежелательно, так как в 
этом случае при разбросах коэффициента усиления в си¬ 
стеме будут иметь место систематические ошибки. Оце¬ 
ним влияние разброса коэффициента усиления контура 
управления на величину установившейся динамической 
ошибки. Легко показать, что увеличение динамической 
ошибки из-за разброса коэффициента усиления системы 
может быть определено как 

Д^=с 2 Ц/ р ,і, (4.71) 



Урп—потребное ускорение объекта при отработке 
входного сигнала; 

т)= ——относительный разброс коэффициента усиле- 
^ ния системы. 

Таким образом, величина динамической ошибки из-за 
разброса коэффициента усиления системы обратно про¬ 
порциональна величине этого коэффициента. Реализация 
системы с компенсацией динамической ошибки внешней 
цепью приводит к уменьшению коэффициента усиления 
контура, охваченного обратной связью, а следовательно, 
к увеличению динамических ошибок, связанных с разбро¬ 
сом параметров системы. 

На рис. 4.17 приведены частотные характеристики си¬ 
стемы (4.63) для различных значений коэффициента 
сг. Как следует из этого рисунка, с увеличением сг растут 
запасы устойчивости системы на низких частотах. При 
проектировании систем телеуправления целесообразно 
выбирать характеристики замкнутой системы, соответст¬ 
вующими такому минимальному значению Сг, при кото¬ 
ром возможные разбросы параметров не нарушат устой¬ 
чивый режим работы системы. 

Статистические характеристики системы при разбро¬ 
сах ее коэффициента усиления могут быть определены 
следующим образом. Если известно, что коэффициент 
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усиления системы может принимать случайные значения, 
а его разбросы относительно номинальной величины под¬ 
чинены нормальному закону распределения и имеют 
математическое ожидание Шо=0 и среднеквадратическое 



отклонение а а к, передаточная функция системы, по ко¬ 
торой могут быть определены ошибки, имеет вид [20]: 


Ф*-* ($)~ Ф 


Н[ 


(*)+[■ 


<ЭФ ($, К*) 


д 2 ф (5, к*) 1 

дК** V, 


1 - - і/с + 

д/С 2 +..., 


дК* ,]дк|_о 


(4.72) 


где Ф(я) — передаточная функция системы при номи¬ 
нальных параметрах, 


К*=К + ЬК\ 

К номинальное значение коэффициента усиле¬ 
ния; 

отклонение текущего значения коэффициен¬ 
та усиления от номинального. 

Дисперсии пролета и ускорения объекта в условиях 
разброса К соответственно могут быть определены как 


00 

А? ~ ~ ^ |іф# (У* 0 )! 2 -]- °д к 


дФ р и«,к*) ■ 


дк* 


(ДАТ—О 


^~тИ |ф/(у “ )|2+ ^ 


дФ)Цы, /С*)|2 


д!<» 


|даг=о 


сі< о; (4.73) 
+ ...}<*«, (4.74) 
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где Л^ 2 — уровен» спектральной плотности «белого шума» 
па входе системы. 

Дисперсии пролета и ускорения объекта возрастают с 
увеличением коэффициента с 2 . Очевидно, выражения Г> н 
и О} легко могут быть распространены на случай разбро¬ 
са нескольких параметров в системе. 

Рассмотрим формирования компенсационных сигна¬ 
лов для широко распространенных в системах телеуправ¬ 
ления ракет методов наведения [7, 11]. Обращаясь к вы¬ 
ражению (4.66) видим, что сглаживающие свойства 
сигналов компенсации определяются характеристиками 
замкнутого контура и не зависят от метода наведения. 
Поэтому остановимся только на определении второй 
производной входного сигнала. 

Метод трех точек 

Уравнение метода 

е р Я р = е ц Д р . (4.75) 

Входной сигнал на систему управления х вх можно 

рассматривать в виде 

■^вх ==е ц^р* (4.76) 

Дифференцируя дважды (4.76), получаем 

в к=ёцІ>р + 2е д Л р +е ц /5 р . (4.77) 

Последним членом уравнения (4.77) можно пренебречь. 

Для исключения дополнительных обратных связей и 
флюктуаций целесообразно использовать табличные зна 
чения 7)р и особенно /) р , усредненные по режимам на¬ 
ведения, что существенных погрешностей в (4.77) -не 
вносит, т. е. 


а 

к' ' 


е ц^рт +2*д^ рт . 


Методы спрямления траектории 
Распространенная форма реализации 


рЧ-( е д+ 


д/>=ц,-я р . 



(4.78) 


(4.79) 


где а — коэффициент, определяющий степень спрямле¬ 
ния. 




Полагая а—1, получим метод полного спрямления- 
а —2 — метод половинного спрямления. 


Считая, что 


ДО » 

— *о — время, оставшееся до точ¬ 


ки встречи и дифференцируя дважды правую часть вы 
ражения (4.79), находим 


+[т°р+( 2 -ѵ)і',]4+І>, , « (4.80) 

или при 


:0; Д р «0; Д р ^Д рт ; Д р ^Д 


'р.т> 


‘“НІ 1 "г) Дрт +1Г +( 2 ~ ѵ) ( 4 - 81 ) 

^ частных случаях для метода полного спрямления 

((X 1 ) 


°к ~ (2/ 0 7)рт— Орт) е д ; 

для метода половинного спрямления (а=2) 

°к ~ Ф ѴІ г ц "Ь ^рт г ц 
или вблизи точки встречи 


(4.82) 

(4.83) 

(4.84) 


Приближенный метод параллельного сближения 
Уравнение метода 


®Р^Р е о^р “Ь ( 6 ц — Е сб) й.О, 

е р^р = е д-°ц — е сбД О- 


(4.85) 


есб — постоянный на этапе наведения угол сближения 
объекта и цели; 
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(4. 86) 


•^■ВХ ®Ц^Ц ®сбД^> 

°к =5 иД[ +2$ ц Дц Ддбц— дДе сб . 

Пренебрегая последними двумя составляющими в 
формуле (4.86), получаем 

в *«вцА,+2^Д,. (4.87) 


Следует отметить, что реализация формулы (4.87) тре¬ 
бует высокой точности, так как составляющие выраже¬ 
ния, как правило, довольно велики и имеют разные зна¬ 
ки, что при фильтрации может привести к появлению 
ложных сигналов. 

Проще реализовать вн, если имеется возможность не¬ 
посредственно вычислять вторую производную произве¬ 
дения ецД,. 

На больших дальностях между объектом и целью для 
методов наведения (4.79) и (4.85), чтобы уменьшить 
случайные ошибки, в упрежденных членах целесообраз¬ 
но испоільзовать либо дополнительную фильтрацию ё ц и 
е С б, либо АО выбирать несколько меньшим своего истин¬ 
ного значения, например, вычислять по формуле 


Д0>=- 


АР 

1 + /СДР ’ 


(4.88) 


где /Г=соп$і /С<С1. 

Выражения компенсационных сигналов в этом слу¬ 
чае могут не корректироваться. 


4.5. УЧЕТ ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫХ ОШИБОК ПРИ СИНТЕЗЕ 

В предыдущих разделах характеристики контуров уп¬ 
равления определялись без учета систематических оши¬ 
бок, вызываемых инструментальными погрешностями си¬ 
стем наведения. Однако последние в системах телеуправ¬ 
ления могут иметь существенное значение. Для РЛС, со¬ 
провождающих цель и объект разными лучами, значи- 
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тельных величин могут достигать ошибки вычисления 
разностных углов, вызванные неточностью юстировки 
осей антенн. Бороться с этим система управления прак¬ 
тически не может [7, 24]. 

Если за целью и ракетой следит один луч, то систе¬ 
матические ошибки вычисления. разностного угла зави¬ 
сят от степени упреждения и достаточно малы вблизи 
точки встречи [27]. При использовании абсолютной угло¬ 
вой координаты цели, либо объекта при формировании 
управления систематические ошибки системы могут 
быть значительны. В процессе сближения эту составляю¬ 
щую закона наведения целесообразно уменьшать, остав¬ 
ляя в момент встречи только разностный сигнал. 

При использовании упрежденных методов наведения 
к этому же результату могут привести систематические 
ошибки измерения дальностей. Систематические ошибки 
случайны от опыта к опыту и медленно изменяются в 
одной реализации процесса наведения. 

В системах телеуправления имеют место инструмен¬ 
тальные ошибки, вызванные разбросами системы стаби¬ 
лизации объекта, а также систематическими ошибками 
различных датчиков, нестабильностью коэффициентов 
усиления и т. д. Систематические ошибки имеют место 
в аналоговых и цифровых счетно-решающих приборах 
[23]. 

Составляющие этих ошибок могут быть приведены к 
ложному управляющему сигналу, воздействующему на 
систему стабилизации. Их влияние на точность наведе¬ 
ния определяется быстродействием замкнутого кон¬ 
тура. . 

Наряду с медленно меняющимися ошибками радио 
локационные станции могут содержать инструменталь¬ 
ные составляющие, случайные в одной реализации, но 
сильно коррелированные между каналами цели и объ¬ 
екта. Влияние случайных инструментальных ошибок на 
точность наведения может быть устранено либо за счет 
сглаживания обоих составляющих, если они достаточно 
высокочастотны, либо формированием идентичных си¬ 
стем по каналам цели и объекта [17]. 

Обратимся к уравнениям (4. 53) относительно весо¬ 
вых функций по каналам управления цели Ші(т), объек¬ 
та о> 2 (т) оптимальной системы и перепишем их с учетом 
систематических и случайных составляющих инструмен¬ 
тальных ошибок: г 
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I* УѴ 1 (Т)|/? Я1 (І т)-[~/? Иі (і'~— т)-|-а^ -|- 

дідх дідт I “ 


+^^(х){-^.(«-т)- а -а ^ * }*- 

*і 

^2 Ѵі/; 

• /-0 

I ®2(т)Ь?„ ! (^-т) + ^(/_ Т )_ (/Ссі _^ ) 2 + 

о I с 2 

+.*Ь^2 + .?Ь2^>| а+ 

&<Эт *<Эт / ^ 

+ \ *і (т) {-/?„, (/-т)- а — ц »^~ Т Ц оі = 
о - I дідх I 


} (4.89) 


®і(0)=0; ®; 1 (7’ 1 )=0; 

яу 2 (0)=0; да 2 (Г 2 )=0. 

® уравнениях ( 4 ^ 9 ) принято, что случайные состав- 
по п І ?п«пм 0ЛеЗН0Г0 сигнала отсутствуют, <<шумы» щ И п 2 
і^г,г, ПерВ0Му И ВТ 0 Р° М У входам некоррелированы; /?„ — 
корреляционные функции случайной в реализации инст- 

оптбІ Т н аЛЬН0Й ° Шибки; — Дисперсия систематической 

енты копп^яп еННаЯ К КЗЖД0МУ ВХ0ДУ; Кс ~ коэффици- 
нты корреляции между каналами, 

к с =ѴТ^ Сі . 

коміТе Р =! ЛЬНЫе ошибки ’ приводимые к ложной 

Іѵ и пяп’ я ? ПР Д Т п ? рядок сигнала / по второму вхо- 
Ду и параметры весовой функции ^(т). 


Решение системы уравнений (4.89) в общем виде тру¬ 
да не представляет, но оно громоздко. Остановимся на 
частном случае. 

Пусть 


. ■^л 1 (т) = 7Ѵ* 1 8(т); ^?л,(т) —Л^,8(т); 

#в,(т)=ЛІЧт); Д И2 (т) = Л^8( т ); 

Я Иі2 (т)=Я„ 2І (т)=ЛГ*/Г в 8(т); 

0 с, = °с г ==0 ?= СОП8І - 

Тогда система (4.89) приводится к виду 


т і 


2 (^) 
■' да 


+ а^^аі« -ЛГ.ЛЪг,М-аЛйГ. 


/= О 

(4.90) 




+ «<^ + ^^0.- лг^М- 


^0 

Г 

где Г но(х)Л% — момент нулевого порядка, который при 
о фильтрации = 1, при дифференцирова¬ 

нии =0. 

Положим 



(т)гіт= 1, 


т, е. 
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считаем, что обе системы должны безошибочно воспро¬ 
изводить постоянный сигнал. В этом случае получаем си¬ 
стему дифференциальных уравнений вида 

а « + а^/( п Х 

Х _ (*)=(Ѵю — ° 2 с) + Чці +... 

а « + N1)^1 +« + Л/ІѴ в (0-а МІК а ^1 - 

— {і) = [у 20 -{-{К с,. — К с г )з 2 с\ + Уці + ... (4.91) 

Пусть Ті<Т 2і Ы и =Ф0. 

Тогда, умножая первое равенство (4.9П на + ^ 

Кк* 

и складывая его со вторым, получим уравнение относи¬ 
тельно весовой функции И?) ( і ): 


а « + ^)« + *І) 


~о.ЫІК и 


сРк >1 (і () 


откуда 


г к+";ж.+";г 

[ . К и НІ ЛцЛи ] — 

=Кѵ,.-°Ь +т„'+...] ^- + " а +ѵ^ + 

и 

-\-{К Сі — К с,) «с +Ѵг 1 ^+ • • •. 


(4.92) 


Щ{і)= [В0 х '* + В х е Х,< + /4 0 -(- А г і -(-...]X 

Х[1(0-Ц^“7’ 1 )]. (4.93) 

,. О 7 одставляя выражение (4.93) в одно из равенств 
(4.91), можно определить дифференциальное уравнение 
относительно и> 2 ( і ) и, проинтегрировав его, функцию 
(г) , которая имеет вид 

®»0 ()=С 0 е *■' +С іе -^ + Ц, + о хі + ... + аКи+ 

+ ®і(Д (4.94) 
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Постоянные В 0 , В ъ С 0 , С 1; Л 0 , А, А, А опреде¬ 
ляются из граничных условий 

«'аСО^О; щ(Т 1 )=0; 

® 2 (0)=0; щ(Т 2 )=О 

и моментных условий 
т, 

| щ{т)ах=и 

Т 2 7' 1 у, 

( ®> 2 ( т ) й ^ г ' = = 1 ; Гт , а’ 1 (т)й?т={і. 11 ; Г т‘Ш 2 (т)й?т=(і. 21 ; 


Яі и % 2 выражаются друг через друга и могут быть по¬ 
лучены из условия обеспечения заданной дисперсии пере¬ 
грузки объекта, т. е. через параметр а. 

Рассмотрим числовой пример при следующих приня¬ 
тых условиях: 

Ті 

0=0; |® 1 (<) = 1; 


т і<Тѵ I »*(*)= 1; 

Ѵіі=Ѵ2і=Ѵі2=Ѵ22=- • .=0; ®і(/)=0 *>7\; /<0; 

Ки = и щ(і)=0 і>Г 2 ; і<0.~ 

. „® ЭТ ° М сл У чае система дифференциальных уравнений 
(4.91) обращается в следующую систему алгебраических 
уравнений: 

(К +ЯІ)Щ (*)-Лгёю,Ю= ѵ м _ о? 

- N1 «! {і) + (УѴ 2 , + УѴ 2 ) п> 2 (і)= (4. 95) 

= [Ѵго +°с (А, — А-,)] , 
решение которой имеет вид 

щ(і) — ( 71 °~ а с) (^я, + *1) + Ьо + ° 2 (А, - )] N1 

И Ѵ*1, + Х 


ХП (0—1 (^— 7\)1; 

,К + -^и) (0— (ТіО — ° 2 ) 


(4. 96) 
(4.97) 
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Постоянные ую и уго определяются из моментных ус¬ 
ловий: 


т 2 — 


г Т * (« + - Т Х (N1 + 

Ъо -- 


-°1(Кс-К Сг ). 


(4. 98) 


Подставляя выражение (4.98) в формулы (4.96) и 
(4.97) получаем: 


®1 (0 = 7-[1 (*)-!(*- Л )]; 
* 1 

_ + ^д) п ы\ і п -т- м 


(4.99) 


(4.100) 

Как следует из выражений (4.99) и (4.100), весовые 
функции хю\(і) и Дог(^) не зависят от постоянной в реа¬ 
лизации систематической ошибки. 

Пролет системы от этой составляющей ошибки зави¬ 
сит от коэффициента корреляции К Сі и может быть оп¬ 
ределен как 

^ е = ^е-^(К еі -Кс і ). (4.101) 


1 , 0 , 4 « 0 . 


Этот случай в системах телеуправления может соот¬ 
ветствовать станциям сопровождения цели и ракеты в 
одном луче или станциям с малым угловым рассогласо¬ 
ванием между положением цели и наводимой ракеты [25]. 

При значительных упреждениях метода наведения си¬ 
стематические ошибки существенны. 

Влияние случайных инструментальных ошибок на 
точность наведения может оказаться значительным при 
различных характеристиках весовых функций хю\(Ь) и 
Щ(і). 

На рис. 4.18 и 4.19 соответственно приведены графи¬ 
ки весовых функций в виде выражений (4.99), (4.100) и 
точностные характеристики системы, полученные для 
различных соотношений Ті/Т 2 и уровней спектральных 
плотностей ошибок. 
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Из рис. 4.19 видно, что для фильтрации случайных 
ошибок при одинаковых уровнях ошибок во входных сиг¬ 
налах (і\І и =0) целесообразно делать различное быстро¬ 
действие систем. При существенных величинах инстру- 




Рис. 4.19. Точностные характе¬ 
ристики двухполосной системы 


ментальных случайных ошибок на частотах, определяю¬ 
щих быстродействие контура наведения, характеристики 
систем хю\{і) и ^г(0 должны быть близки. Приближение 
характеристик контуров по обоим входам требуют также 
инструментальные ошибки, приводимые к ложным уско¬ 
рениям объекта, так как влияние последних на точность 
системы тем меньше, чем выше быстродействие замкну¬ 
того контура наведения. 

4.6. ФОРМИРОВАНИЕ КОНТУРА УПРАВЛЕНИЯ РАКЕТЫ 

НА МАРШЕВОМ УЧАСТКЕ ПОЛЕТА 

При формировании контуров телеуправления на мар¬ 
шевом участке полета может оказаться целесообразным 
использование оценки скорости ракеты ѵ [26]. Это имеет 
большое значение, во-первых, потому, что в системе ста¬ 
билизации в каналах управления отсутствуют сильные 
обратные связи по ускорению, и скорость ракеты непо¬ 
средственно определяет величину коэффициента усиле¬ 
ния контура наведения. И, во-вторых, даже при нали¬ 
чии жестких обратных связей контуров стабилизации 
возникает необходимость компенсации продольных ус- 
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корений ракеты [24]. Однако использовать г? для управ¬ 
ления достаточно сложно, так как вычисление скорости 
по априорным номинальным характеристикам ракеты и 
параметрам движения может привести к значительным 
систематическим ошибкам, а по замерам координат — 
к флюктуационным ошибкам. Замеры координат с флюк 
туационными ошибками приводят к уменьшению коэф¬ 
фициента усиления контура и, следовательно, увеличи¬ 
вают величину пролета ракетой цели. Если использовать 
скорость ракеты в виде априорно рассчитанной средней 
характеристики по режимам наведения, то при отсутст¬ 
вии стабилизации по ускорению возникает систематиче¬ 
ская ошибка 


Есист /(^р> ѵ, К, /р.н.)> (4. 102) 


где Ур истинное значение скорости ракеты на марше¬ 
вом участке полета; 

ѵ — измеренное значение скорости на маршевом 
участке полета; 

К — коэффициент усиления контура; 

/р.н. — потребное значение ускорения ракеты на мар¬ 
шевом участке полета. 

При использовании измерений координат скорость 
ракеты может быть определена как 


ѵ={1(х*, у*), (4.103) 


где х* и у* — оценки производных измеряемых коорди 
нат. 

Если измеряемыми являются декартовые координаты 
х и у с ошибками в виде «белых шумов», то х* и у* в 
простейшем случае для реализации на аналоговых 
устройствах могут быть получены оптимальным диффе¬ 
ренцированием х и у. Например, если хи у можно пред¬ 
ставить на интервале Т в виде полинома первого по¬ 
рядка 


**(*/*) И = 


2а2$ 

(5 -+- а) (5 + 2а) 


(4. 104) 
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и полинома второго порядка 


Л*(у*)(«] =-(1 ^5 + баз) 5 - 

Іі (« + а)(5 + 2а)(« + 4а) ’ 1 } 

а=/(Г). 

При измерении, полярных координат ракеты 

х—йсовв; у=Б 8іпг. (4.106) 

х = Г)совг — ТЭзіп е-ё; у = /)5Іпе-|-.0 соз г-ё. (4.107) 


Представляя И и е на интервале Т в виде полинома 
по времени, можно получить е*, 7)*, е*, Д* оптимальным 
сглаживанием и дифференцированием их измеренных 
значений. 

Формула сглаживания для полинома первого поряд¬ 
ка может быть представлена в виде 


•*(Л*)1*] 


Зсц + 2а 2 ^ 

($ -г а) ($ + 2а) 


(4. 108) 


для полинома второго порядка 




7а$ 2 + 14а 2 5 4- 8а 3 
(« + а) (« + 2а) (« + 4а) 


(4. 109) 


Дифференцирование е и Д производится аналогично 
(4.104) и (4.105) . 

Получив е*, е*, 7)*, І)* из выражения (4.107) опреде¬ 
ляем значения х * и у*, а затем по формуле (4.103) — 
скорость объекта. Точность оценки скорости в рассмот¬ 
ренных вариантах может быть приближенно определена 
по ілинеаризованным выражениям (4.103) и (4.107). 

При измерении декартовых координат объекта, лине¬ 
аризуя выражение (4.103), получим 



о 


~І\ \ ф 'у (“)| 2 ^“» 

° (4.110) 
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где Ф-, Ф-— оптимальные дифференциаторы (4.104), 
(4.105); 

■М х, Nу —уровни «белых шумов» в координа¬ 
тах хи у, 

х 0 , Уо, ®о— расчетные при номинальных условиях па¬ 
раметры траектории. 

При измерении полярных координат ракеты г и И с 
ошибками в виде некоррелированных «белых шумов» с 
уровнями ІѴ? и 7Ѵ а , линеаризуя выражения (4.107) и 
(4.103), получим 

оо 

ЗІП^о-^о+СОЗеЯуо) 2 -— ( |Ф а НІѴ(0 + 

ѵ 0 V п ^ 

+ ( — -Оо § ,п г о*о — В о С05 В 0 е 0 Х 0 + Ь 0 С 08 В 0 у 0 — 

— ^о8 іпе о е оУо) г ^ 1 ^ |Ф е (®)| 2 Л + 

№ 00 

+ О* 0 соз е 0 ' + г/ 0 8ІПе 0 ) 2 ^ | ф о(®)Р^ в) + 

о 

+ ( — А> $ІП е 0 Х 0 + О 0 С 08 в 0 у 0 ) 2 ~ ^ І ф і + 

о 

+ ( — 8ІП г о л: 0 е 0 + С08 е 0 в оУо ) (х 0 С08 е 0 + у 0 8ІП е 0 ) X 

Х V 5 І Ф ° (<Й) (в) К“ + ('~ 4 8?п е> 0 - 

і 0 

~°о С08 е о ; Л + 4 С08 в о у 0 -О 0 8ІП в о&оУо ) ( - Я о §іп г 0 Х о + 

• 7Ѵ 2 °° ) 

~Ь 4 С08 в 0 у 0 ) —^ |ф § (<в) (ш)| й?ш| , (4. 111) 

О ] 

тории ВДеКСОМ <<0>> обозначены па Р аме тры опорной траек- 
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Приведенные выше соотношения для определения ско¬ 
рости ракеты могут быть реализованы достаточно просто 
с помощью аналоговых устройств [27]. 

В системах наведения, использующих в качестве вы¬ 
числителя управляющих команд цифровые машины, мо¬ 
жет быть применена более сложная обработка измеряе¬ 
мых координат с учетом нестационарное™ объекта, что 
во многих случаях может улучшить точность определе¬ 
ния скорости. 

Рассмотрим алгоритм определения скорости ракеты, 
построенный на основе цифрового фильтра Калмана [10]. 

Запишем уравнения скорости в проекциях на оси 
X и у: 

"'=4і г_ ѵ< с '- + М С08 - в 1 

I <4 ' Ш, 

де С Хт —индуктивное сопротивление ракеты. 

Сделаем допущения: 


Сх» ~ А (0 ; 

(4.113) 

с, ИІ ~/ г (0« 2 ; 

(4.114) 

сое Ѳл; /„(*); зіпѲ «/<(*). 

(4.И5) 


Выражение (4. 113)'в большинстве случаев выпол¬ 
нимо, так как характеристика С Ха на ограниченном ин¬ 
тервале хороша аппроксимируется как кіѵ. Траекторные 
параметры могут быть заданы по расчетной точке встре¬ 
чи. 

Так как угол атаки ракеты практически определить 
очень трудно, С Хт целесообразно задавать априорно. 

Задание выражений (4.115) в виде / 3 (0 и / 4 (*) позво¬ 
ляет полностью линеаризовать уравнения (4.112). Если 
траекторный угол Ѳ вычислять по системе уравнений, 
описывающих движение объекта, получаемый алгоритм 
управления сильно усложняется и его трудно реализовать 
даже в ЦВМ, а выигрыш в точности при этом будет 
незначительным. Дело в том, что все равно необходимо 
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линеаризовать уравнения объекта и задаваться априорно 
значением а 2 , а это связано с систематическими погреш¬ 
ностями системы, которых можно избежать только огра¬ 
ничением интервала наблюдения. 

Перепишем уравнения (4.112) в линеаризованном 
виде 

ѵ х= (0 • + (7\ + Д Т) ? 2 (і) (4.116) 

ѵ «~ &4(*) г Ѵ+(7'н + А7’)! 6 (/)— $6 (0 а 2 —§. (4.117) 

,/н — номинальное значение тяги двигателя объекта. 

Уравнения (4.116) и (4.117) независимы, следова¬ 
тельно, алгоритмы определения ѵ х и ѵ у можно рассмат¬ 
ривать изолированно. 

Определим ѵ х , х и ѵ х . ѵ х обычно определяют для на¬ 
хождения момента отсечки тяги двигателя, прогнозиро¬ 
вания траектории объекта и компенсации продольных 
ускорений. г 

Уравнение цифрового фильтра Калмана в векторной 
форме имеет вид [10]: 

Хпіп= Флг л _ 1/„_1 -(- Р п/п Н 7 #- 1 \г п — Н<1 
РпІ п Рп/п —1 Р п/п—1 Н X 

X [НР„,п _,Я Г +і?] - 1 НРпщ-х 
Рщп-і^ФРп-ип-іО? +^1*. 

Определим в рассматриваемом случае матрицы, вхо¬ 
дящие в (4.118). ѵ 

Напишем уравнение (4.116) в виде системы двух 
уравнении первого порядка 

ѵ * = Ъ ® (*) Чг+ Т& (*)-?, (0 а 2 ; (4. 119) 

х=ѵ^ 

Очевидно, что уравнение (4.116) могло быть распи¬ 
ла 0 и в виде системы трех дифференциальных уравне¬ 
нии для определения ѵ х , однако в этом случае существен- 
усложняются алгоритмы получения оценок коорди¬ 
нат у Ч е т же априорных сведений о модели ракеты при 
вычислении высоких производных мало эффективен 
Выделим из уравнения (4.119) опорное движение, 

'• е - Движение при номинальной тяге двигателя Т п 


■п-уп-Ц I 

[ (4-118) 
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Тогда получим 

ѵ Хі = — ЬЛЯѵхг +?з(0Д7” — ? з(0« 2 . (4. 120) 


х х =ѵ Хі , 

где ѵ Хі и х {— отклонения проекции скорости и коорди¬ 
наты от их значений при невозмущенном движении с но¬ 
минальной тягой двигателя. 

Заменим производные координат их первыми разно¬ 
стями и приведем систему уравнений (4.120) к виду 

ѵ^п+^Ѵ-ША^п+хШЬТ-тЪЩа?. (4. 121) 

Х\п \А =Х 1п “Ь 'ѴхіпХ', 


х — дискретность замеров координаты. 

Матрица объекта Ф системы уравнений (4.121) мо¬ 
жет быть представлена как 

І-?іТ 0> |. (4.122) 

т 1/ 

Транспонированная матрица 



фГ =( 1 % Ѵ I). * (4.123) 

Матрица дисперсий начальных условий 


Р 




(4.124) 


Так как измеряется только координата х, матрицы Н 
и Н т соответственно имеют вид 


Я=( 0 1); (4.125) 

Я г =^). ^ (4.126) 

Матрица точности измерений и обратная матрица об¬ 
ращаются в числа: 

/? = а*2; /Г 1 = 4-. (4.127) 


Матрица Г($Г Т определяет увеличение дисперсионной 
матрицы Рпіп, а следовательно, и веса непосредственных 
измерений г п при получении оценки за счет возмущений. 
В рассматриваемом .случае к возмущениям сводятся 
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г 


ошибки, связанные с допущениями (4.113-М. 115), а так¬ 
же разбросы тяги двигателя и угла атаки ракеты. 

Учет возмущений практически эквивалентен ограниче¬ 
нию интервала обработки измерений. Так как отмечен¬ 
ные возмущения определить достаточно сложно, целесо¬ 
образно опустить в третьем уравнении (4.118) матрицу * 
Г (}Г Т , а по истечении времени Т, при котором системати¬ 
ческие ошибки в определяемых координатах еде не вы¬ 
ходят из допустимых пределов, положить Р п /п = сопз1. 

В этом случае, наряду с ограничением Т, существенно 
упрощается реализация фильтра при і>Т. 

Определим матрицы Р п /п- 1 и Р п / п в процессе насы¬ 
щения фильтра, т. е. при Р п /п<іРі =соп$і, характеризу¬ 
ющей заданную «память» Т: 

р «/я —і — Ф/>„_і/л_іФ г ; 

Ріо— ФРо, оФ Г . 

Перемножая выражения (4.122), (4.124) и (4.123), по¬ 
лучаем 

К х (1-*і0 0 \ 

Р Н„*' .. ■ < 4 - І28 > 

\ Ѵ х 1 ) 

Матрица Р\ { \ определяется как 

РіП = Рііо-Рі;окѵі=Рііо[1-Рі,о к ііі], (4.129) 
где 


к\}\ 


Х2 °*х + °^+ а * 2 ' 


кп і п частное от деления единицы на сумму элемента 
С 22 матрицы Рпіп^і и дисперсии измерения координа¬ 
ты X] 


С 22 ~ “Ь ^22> 

и ^ 22 -—Диагональные элементы матрицы 
Так как в рассматриваемом случае измеряется толь¬ 
ко координата х, произведение матриц ЯФж п __ 1/п об¬ 
ращается в число 


жг іГ> Л А А 

ПФх п-Цп-1 =ГѴ Хі Хі п-ІІп-1 . 
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На первом шагу вычислений 


л 

Ѵх.% = 

* л 

Хі% =х г о 

Матрица Рпі п ІР является матрицей-столбцом, эле¬ 
менты которой равны элементам второго столбца матри- 
ЦЫ Рп! П- 


Матрица Фх п -\і п -\ также является матрицей-столб¬ 
цом: 


д 

Ф*я-1/й-1 = 


' Л 

(1—?1 Х)ѵ ХіП -\іп-\ 

Л Л 

1/л-* 1 “Ь Х іП — 1/л—1, 


(4.130) 


Проводя суммирование по формуле (4.118), можно 
определить оценки ѵ Хі и х х на каждом шагу вычислений. 

При ^і = сопзі: и Р п -іп = Рі— сопзі получаем обычные 
стационарные цифровые фильтры Винера. 

В этом случае 


д 

Х. г п!п = 


( 1 — ?і0 ‘Цдг 1 л--1 ”{~ «12 Л 
А А 

,ГѴ Хі п-Л + Х іП -\ + а 22 (Х іП 


А А 

— ЪѴх 1 п—1 Х ± л— і) 

А А 

'Г^лг 1 л—1 Х г п— *)/ 


а 12 — 


*1» ■ 

о*2 ’ 


«22 


^22 . 
0*2 ’ 


(4.131) 


или 

Х ± п :== «22*^і л («12^ «22 «22^0 ^і я ~ 1 “Ь 

А А 

-(- (2 — «12^ «22) *^1 Л— 1 (1 «22 ^1^ I «22^і0 *^іЛ— 2* 

(4. 132) 

л л 
^ Х х п = «12 (-*\ п *^іЛ—і) “Ь (2 ?іТ « 12 ^ « 22 ) л —1 

А 

(1 $1^ «22 “Ь «22^0 л—2* 

На рис. 4.20 приведена структурная схема получения 
оценок скорости объекта ѵ х и координаты х. х Ку ѵ н — ко¬ 
ордината х и скорость ѵ х , вычисляемые при номиналь¬ 
ных параметрах тяги двигателя. 
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Таким образом, координаты ѵ х и х определены. Ана¬ 
логично могут быть вычислены ѵ у и у. 

Следует отметить, что реализация цифрового фильт¬ 
ра описанным выше способом на отрезке времени, при 
котором Р„/ п >Рі, т. е. при нарастании памяти до задан¬ 
ного значения Т, может оказаться неприемлемой из-за 
больших флюктуационных ошибок в определяемой вели¬ 
чине и как следствие в пролетах и перегрузках объекта. 

В этом случае целесообразно форсировать выход 
фильтра на режим Р п/п =р ь например, способом, опи¬ 
санным в 4.3. 



Рис. 4.20. Блок-схема определения оценок ко- 
ординаты и скорости объекта 


Тогда скорость объекта определится как 

л л 

«г.і =0; ѵ Хі 2 =ѵ Хіі ; 

л 

‘Одг.з = т/ Хі3 та 12 -)- (2—— а 12 т—а 22 ) ѵ Хі % — 

П °22 + а 22^1 Т ) (2ѵ Х і 2 — Ѵ Хі з) 

и далее по формуле (4.132). 

При такой реализации оптимального фильтра диспер¬ 
сия оценки ѵ Хі значительно быстрее достигает своего 
установившегося значения. Однако, если при получении 
оценки ѵ Хі по формуле (4.132) практически отсутствуют 
систематические ошибки, в этом случае они значительны 
и близки в начальный момент дисперсии измерений. За 
время Т эти ошибки система отрабатывает. 

Выше уже говорилось, что в объектах со слабыми 
обратными связями по ускорениям от скорости объекта 
непосредственно зависит коэффициент усиления системы. 

Случайные ошибки измерения х и у- через ѵ могут 
привести к появлению случайной составляющей коэффи¬ 
циента усиления системы К. Дисперсии пролета и уско- 
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рения ракеты могут быть в этом случае приближенно 
оценены по соотношениям (4.73), (4.74). 

При наличии в системе стабилизации ракеты сильных 
обратных связей по ускорениям это влияние существенно 
меньше. 

Одной из основных особенностей рассматриваемого 
класса ракет является наличие при управлении больших 
продольных ускорений / ж . Влияние ] х на ускорение в пло¬ 
скости управления в системах наведения достаточно 
точно может быть определено как 

7р Ж= 8ІП ( Ѳ Р — е о); (4.133) 

е 0 — угол, определяющий направление в фактическую 
точку встречи. 

При этом /р* в зависимости от знака ѵ приводит к 
увеличению или уменьшению / р , что связано с перерегу¬ 
лированиями, либо с затягиванием переходных процес¬ 
сов отработки входных сигналов. Если в системах само¬ 
наведения компенсация влияния / рж легко осуществима, 
так как реализуется по измеренным на борту продоль¬ 
ной перегрузке и углу пеленга, в системах теленаведения 
необходимо на земле вычислять г> р и Ѳ р , что связано с 
дифференцированием координат. 

Выше рассматривались алгоритмы получения скоро¬ 
сти. ТраеКторный угол ракеты определяется как 

0 р — агсі§,— (4 Л 34) 

ѵ ѵ х ѵ х 

Ускорение ракеты может быть получено дифференци¬ 
рованием оценки скорости или непосредственно двойным 
дифференцированием измеряемых координат. 

Следует отметить, что компенсация продольного уско¬ 
рения, даже если она выполнена достаточно точно, тре¬ 
бует дополнительных перегрузок, что снижает качество 
управляемости. Если потребовать, чтобы ракета наводи¬ 
лась в фактическую точку встречи, продольное ускоре¬ 
ние влиять не будет, так как в этом случае 


Вычисление фактической точки встречи связано с про¬ 
лонгацией и совместным решением уравнений движения 
цели и ракеты. 
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Для цели прогнозированные значения ее декартовых 
координат могут быть определены экстраполяцией их на 
момент встречи і к , т. е. 


•*-цк х ч +-*Ц (4 0+ 2 ■^ ц ~\ "•••) (4.135) 

где Хц, лгц, и т. д. — оптимально вычисленные фазовые 
координаты цели. 

Повидимому, целесообразно ограничиться двумя чле¬ 
нами выражения (4.135), так как вычисление более вы¬ 
соких производных связано с большими случайными 
ошибками. Маневр цели вызовет дополнительную по¬ 
требную перегрузку объекта, однако углы (Ѳ р — ео) при 
этом, как правило, невелики. 

Непосредственное совместное решение уравнений 
движения цели и ракеты приводит к итерационным про¬ 
цессам вычислений, а потому нежелательно. 

Рассмотрим следующий способ прогнозирования дви¬ 
жения ракеты и определения оставшегося до точки 
встречи времени — і. Перед стартом, решая совместно 
уравнения й ц (і) и П р (і) и используя номинальные ха¬ 
рактеристики объекта, определяем предполагаемое по¬ 
летное время і к до точки встречи. При этом могут быть 
использованы численные методы интегрирования урав¬ 
нений движения. 

і. ®^ п Р ои,ессе наведения уточняется оставшееся время 


д 4 і 


АДк I 

^сбл.ср і 


і к і — І к (/- 1 ) + Ы к1 , 


(4. 136) 


где дО к/ —разность прогнозируемых дальностей цели и 
объекта на время і К (і-і)—і; 

^сбл.ср—средняя^скорость сближения. 
Прогнозируемые значения дальностей цели и ракеты 
определяются следующим образом: 


^ппр'—^ч г-|--Оц і{іці— і)—/)+ —і)—г 1 ) 2 ..; 

(4. 137) 

* 4 ( 1 - 1 ) 

^рпр = ^р^ . 

*, 


6 3663 
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Скорость объекта уточняется относительно номиналь¬ 
ных значений по текущим измерениям. Точность вычис- 
ления практически целиком определяется точностью оп¬ 
ределения тяги двигателя Г. 

Начальная дальность І) р * и тяга Ті ракеты вычисля¬ 
ются изложенным выше способом. 

О(і), Ѳ(і), д(і), С хин (і) целесообразно программиро¬ 
вать по времени в зависимости от траектории движения 
при номинальных параметрах. На конечном участке 
наведения будем переходить на вычисление полетного 
времени по упрощенной зависимости ' 

і 

ІДІ>1 ’ 

так как, если на начальном участке ошибки в определе¬ 
нии &{ на точность системы влияют косвенно через до¬ 
полнительные перегрузки объекта, в конце наведения они 
непосредственно определяют пролеты. 

В уравнении (4.112) С Хо и С Хт ѣ основном влияют 
на характеристики объекта. Составляющая сопротивле¬ 
ния Сосо связана с заданной траекторией движения объ¬ 
екта. Индуктивное сопротивление С хѵт зависит от управ¬ 
ления объектом при выполнении заданной траектории 
и может достигать существенных значений. При задан¬ 
ном методе наведения определение управления с учетом 
интегральных ограничений приводит к минимизации ин¬ 
дуктивного сопротивления объекта. Поэтому целесооб¬ 
разно уменьшать индуктивное сопротивление ракеты [14]. 





УЧЕТ ПРОТИВОДЕЙСТВИЯ 
ПРИ РАСЧЕТЕ 

СИСТЕМ ТЕЛЕУПРАВЛЕНИЯ 


5.1. ОЦЕНКА ВОЗМОЖНОСТЕЙ ПРОТИВОДЕЙСТВИЯ 

В СТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЕ НАВЕДЕНИЯ 

Как рассматривалось в гл. 1, дель располагает двумя 
возможностями воздействия на систему наведения: из¬ 
менением динамических характеристик собственного 
движения (маневра) и созданием помех, искажающих 
полезную информацию [22]. 

Воздействие на систему управления маневра цели мо¬ 
жет быть учтено, если рассматривать уравнения объекта 
управления в виде 

‘^-=Ах-\-В и и-{-В ѵ ѵ-\-\, х{і 0 )=х 0 . (5.1) 

аі 

Управление цели ѵ является в общем случае вектором 
(тХ 1), удовлетворяющим условиям (гл. I) 

(5.2) 

^ Ѵ Т Ц ѵ Ѵ(ІІ 

и 

Предположим, что цель располагает лишь априорной 
информацией о характеристиках системы наведения. 
В этом случае ѵ(і) не зависит от реализации случайных 
воздействий на систему наведения и может рассматри¬ 
ваться как неслучайная функция времени. При этом огра¬ 
ничение (5.3) примет вид 



и 

М 


Рассматривая линейные задачи, предположим также, 
что действие помех, создаваемых целью, сводится к изме¬ 
нению ошибок п(і) в измеряемом наводящимся объек¬ 
том векторе г(ІХ 1): 

г=Сх(і)+п(і). (5.5) 

Если цель и в данном случае действует только на ос¬ 
нове априорной информации, она выбирает статистиче- 


Рис. 5.1. Структурная 
схема системы наведения 



ские характеристики п(1). При этом ограничена диспер¬ 
сия (мощность) создаваемой целью помехи 

М[п т (і)п(і)\ </) т . (5.6) 

В стационарном случае условие (5.6) может быть 
представлено через спектральную плотность п(і), рав¬ 
ную «„(со), в виде 

Г5„(<»)йГ<о</) т . (5.7) 


Предположим, что цель выбором помехи п(і) и уп¬ 
равления г» стремится максимизировать 

/=ЛГ [* г (4)7>*(4)] (5. 8 ) 

при условии, что эти функции удовлетворяют ограниче¬ 
ниям (5.6), (5.2) и (5.3). Объект (5.1) и систему наве¬ 
дения будем предполагать стационарными, §(7) = 0. 

Структурная схема системы приведена на рис. 5.1. 
Обозначим через () п {і — т) матрицу импульсных пере¬ 
ходных функций замкнутой системы (рис. 5.1) от входа 
п(і) до х(і), а через С} ѵ (і — т) — от входа© (() до х(і). 
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Тогда 


ів 

•* г ( 4 )=| ЯѵіК— х)В ѵ ѵ(х)сіх-] г 

■ ІО 
Ів 

-Ь ^ <?«(*. я і 1 *) ах -\-(2 ѵ (і в ^о)‘^(^о) > (5*9) 

Управление ® (1) предполагается неслучайным, а. п(і) 
не коррелировано с начальными условиями. Подстав¬ 
ляя (5.9) в (5.8), получим, что / состоит из 3 слагае¬ 
мых, одно из которых зависит только от ѵ(і), второе 
от п{1), а третье определяется * 0 и не зависит от цели. 

Таким образом, 

/ = /і-|-/ 2 -1-/з, (5.10) 

где 

Iх — \хѵ (^ в ) Рх ѵ (4)]; (5.11) 

Ів 

*ѵ{1в)=} О ѵ (і я —х)В ѵ ѵ(х)сІх; (5.12) 

Іо 

( в-‘° { ъ~*о 

І%= \ ах Г ащ п {х) Кп{1в-*, ів-^ОРпО)', (5.13) 
0 0 

К п {іъІ2)=М[п{іх)п т {ф, (5.14) 

^3 = Оѵ (4> І-о) ®Хо(іѵ{1 : к А))» (5.15) 

О х =М[х{і 0 )х т {і 0 )}. (5.16) 

Рассмотрим сначала задачу определения статистиче¬ 
ских характеристик помех л(^), максимизирующих (5.8). 
На основании (5.10) задача сводится к выбору корреля¬ 
ционной функции Яп(*и ^г) (5.14), максимизирующей 
(5.13) прд известной матрице импульсных переходных 
функций системы (т). 

Будем рассматривать для простоты одномерный слу¬ 
чай и предположим, что п(і) является стационарным 
процессом, а і 0 = —оо, т. е. в системе имеет место устано¬ 
вившийся процесс. В этом случае / 2 может быть выра¬ 
жен через передаточную функцию СМ/со) системы и 
спектральную плотность помех п(і) : 

/ 2 = ДіЗ* ООІ*А (ш) аш. (5. 17) 
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Поскольку функция под интегралом является чет¬ 
ной, то 

4=2 [|Р Я (/«?$, Ж». (5.18) 

О 

Условие (5.6) в этом случае может быть записано в 
виде (5.7) 

• ‘ ![ $„(«)*»> <!>„. (5.19) 

о 

Кроме того, из определения спектральной плотности . 
как мощности процесса следует, что 

$„(«>) >0. (5.20) 

Применяя детерминированный принцип максимума к 
функционалу (5.18), получим, что максимум / 2 достига¬ 
ется на $„(<!)), минимизирующей функцию Я: 

щіп Н=тт — |(? я (у(й)| 2 *5 я (о>). (5.21) 

Поскольку |<2п(/(о) | 2 >0, то минимум Я при условии 
(5.20) достигается на границе и ограничение (5.19) со 
знаком равенства должно учитываться при решении за¬ 
дачи. 

С учетом (5.19) задача сводится к определению 
5 п (со) из условия 

шіп Н= шіп —[Ю„ (у«)Р 5 Л (ш)+Ф$ я («)], (5.22) 

8 п 5 Л 

где ф=сопзі Если $„(©) не ограничена, то задача не 
имеет единственного решения. В частности, можно пред¬ 
положить, что максимум / 2 будет достигаться при усло¬ 
вии, что 

$ Я («)=С&(«-«„,), (5.23) 

где значение со т определяется равенством 

І<?« Ош)І 2 =тах |(? я (»| 2 . (5, 24) 

в» 

В этом случае помеха представляет .собой гармониче¬ 
ское воздействие на частоте, соответствующей макси¬ 
мальному значению амплитудной характеристики конту¬ 
ра наведения. Фаза гармоники является случайной, а ам- 
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плитуда С=О п . Для исключения б-функций в решении 
можно вместо (5.19) задать ограничение в виде 

Т $*(«)</« (5.25) 


В этом случае имеем 

* тіп // = тіп — [|(3„ (У<і))| 2 5„ -)- ф5л]. (5.26) 

Дополняя (5.26) до полного квадрата, при г|><0 по¬ 
лучим 


С _ 1 1<?/>(»1 2 

"2 |<И . * 

(5.27) 

Подставляя (5.27) в (5.25), получим 


о і Г г\ 10* ОИ 2 

V *-> Пі п 

Л/ ]|<?Л (/<о)ЦйГсо 

(5.28) 

В этом случае 5„(со) совпадает по форме с ампли¬ 
тудной характеристикой системы наведения. 

Рассмотрим далее случай, когда наряду с выражени¬ 
ем (5.19) ограничена величина спектральной плотности, 
т. е, 

0 С*5„((о) ^ $ шах . 

(5.29) 

В этом случае 5„ определяется из формулы (5.22) 
при условиях (5.29). Оптимальная величина 5„ равна. 

5 (а>)=Р ш “’ если Н ( ?*С/®)1*+4 , ]> 0 

1 0, если ІК2 Я (/«>)|*+Ф] <0, 

(5.30) 

где постоянная ф<0 определяется из условия (5.19). 

В частности, если |<Зп(/со)| 2 монотонно убывающая 
функция, то существует одно значение <о = со с , при кото¬ 
ром (5.30) меняет знак. Это значение частоты опреде¬ 
ляется из условия 

^ $тах<* ш = Яп, 

(5.31) 

откуда 


Оп 

•^шах 

(5.32) 
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При этом 


(5.33) 



Если |<2п(/ю)| 2 имеет максимум на частоте со т , то 
интервал частот Дсо = (02 — соь на котором помеха отлич¬ 
на от нуля, содержит и равен 

до)=^-. (5.34) 

Значения соі и ©2 определяются как точки пересече¬ 
ния прямой, параллельной оси абсцисс, с графиком 
| <2п (/со) | 2 , отстоящие друг от друга на величину Дш. 

Таким образом,'с учетом ограничений формул (5.29) 
и (5.19) спектральная плотность помехи равна макси¬ 
мальной величине на интервале частот наибольшего уси¬ 
ления контура наведения, длина которого определяется 
условием (5.19). 

Рассмотрим теперь задачу определения маневра це¬ 
ли ѵ(і) максимизирующего выражение (5.8) при огра¬ 
ничениях, заданных формулами (5.2), (5.4) и при усло¬ 
вии, что известна матрица весовых функций системы на¬ 
ведения <2„(т). На основании условия (5.10) эта задача 
сводится к выбору функции времени *>(?), максимизиру¬ 
ющей / 1 , и может быть решена при помощи детермини¬ 
рованного принципа максимума Л. С. Понтрягина. 

Поскольку управление я>(^), обеспечивающее макси¬ 
мум / 1 , одновременно обеспечивает минимум — 1 1 , будем 
рассматривать условия минумума 

/і = Хѵ (^„) Р Х ѵ (/„) 

при условиях (5.2) и (5.4). 

Обозначим 

! 

X) В ѵ Ѵ (х) (ІХ . 

1 0 

Отсюда 

*%=ЯЛі,-і)В ѵ ѵ{і) % *,(4)=0. 

аі 

На основании правила множителей Лагранжа полу¬ 
чим, что минимум (5.35) достигается на управлениях, 
обеспечивающих максимум функции Я: 

Н =<1 > Т () Ѵ {І В — І) В ѵ ѵ (О + Фл+а^бг-®» (5. 38) 


(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 
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где ф„ +2 определяется из условия (5.4), а вектор сопря¬ 
женных функций ф(пХ1) удовлетворяет системе диффе¬ 
ренциальных уравнений 

^1=0 
Лі 

при конечных условиях 

Фо (0=1 
Ф(0=2Рдс(0. 

Отсюда ф(^)=соп$і и (5.38) может быть записано в 
виде 

Н = 2х т (і в ) Р0 Ѵ (і в —() В ѵ ѵ {()-{-^ п+2 ѵ т ^ ѵ ѵ. (5.41) 

Можно показать, что управление ѵ(і), максимизирующее 
Н при условии (5.2) максимизирует 

шах Н ѵ = шах<])„ +2 [да г х т ѵ (і в ) РО ѵ {і к —і) X 

<-ек *ек I *п+2 і 

О® В ѵ ()ѵ (4 і) Рх ѵ (/ в )|. (5.42) 

При положительно-определенной матрице макси¬ 
мум (5.42) имеет место при ф п +2<0. 

Если область V представляет собой такой т-мерный 
куб, что компоненты п, независимы, максимум (5.42) до¬ 
стигается на управлениях 


(5.39) 

(5.40) 


да (*)=-$* & х ВІОІ(і в -і) Рх ѵ (і в ), (5.43) 

Фя+2 

где обозначено 


'X при\Х\<Ѵ тйх 
Ѵ тк при \Х\>Ѵ 

ігах» 


(5.44) 


Ѵ'тах — длина ребра куба. 

Векторное уравнение (5.43) формально выражает 
связь между компонентами векторов слева и справа от 
Знака равенства При Ѵтах=^тахі- 

При отсутствии ограничения (5.4) ф п +2=0 и опти¬ 
мальное управление у(^) определяется уравнением 


<(*)=Ѵ тіх зіеп ВІЯ 1 Я Т {і в -1)'Рх ѵ г { 4), 


(5.45) 
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которое понимается как равенство компонента векторов 
в левой и правой частях. 

При отсутствии ограничения (5.2) из формулы (5.43) 
получаем 

«(*)= - г~ Ъѵ'ВІЯІ (4 - і) Рх ѵ (4). (5.46) 

Ѵп+2 

Рассмотрим решение уравнений (5.45) и (5.46) в одно¬ 
мерном случае (п=т= 1) при Р>0. Подставляя выра¬ 
жения (5.45) в формулы (5.12), получаем при п=т= 1, 
что х(і в ) >0. Отсюда 


®(0=^„ах^пЗД„(4-4. (5.47) 


Следовательно, при ограничении (5.2) управление це¬ 
ли, максимизирующее квадрат ошибки, принимает зна¬ 
чения на границе допустимой области и является ре¬ 
лейным. 


Для определения множителя Лагранжа подставим 
его в выражение (5.4). В одномерном случае получим, 
что фп+2<0, при котором имеет место максимум (5.42), 
равно 



р\х ѵ ( 4 ) 1 - 


(5.48) 


Отсюда (5. 46) в одномерном случае примет вид 


ѵ(1) = 



С ѵ _ 

> і 

Чѵ 


Вѵ^(?в - О 

6т/ 


з^пх(4). 


(5.49) 

Подставляя далее выражение (5.49) в формулу (5.12), 
получаем окончательно оптимальное управление цели 
при ограничении (5.4) в виде 



(5.50) 


В общем случае при ограничениях (5.2) и (5.4) зада¬ 
ча решается аналогично. Подставляя управление (5.43) 
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в одномерном случае в выражения (5.4) и (5.12), полу¬ 
чаем 

ѵ(1)=3 § ±В ѵ 0 ѵ (і в -і), 

е» 

где Л=соп${>0 и определяется из уравнения 
$ В е* [$*■ в ѵ о ѵ (і н -і)^сіі=с ѵ . 

і о 

Полученные оптимальные управления ѵ(і) (5.47) и 
(5.50), обеспечивающие максимум среднего квадрата 
ошибки наведения, принимают значения на границах об¬ 
ластей, определяемых ограничениями (5.2) и (5.4), и за¬ 
висят от характера этих ограничений. 

5.2. ИГРОВАЯ ЗАДАЧА С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ 

Рассмотрим задачу наведения с известным моментом 
встречи і в и целью, выбирающей свое управление 
®(/иХ1) из условия максимума математического ожида- 
нйя квадратичной формы координат объекта х 

х=Ах-\-В и и-\-В ѵ ѵ-\-\, х{і^)=х в (5.51) 

в момент времени і в . Управление и наводящегося объек¬ 
та, как и ранее, минимизирует 


І=М[х*(і л )Р(і л )х{і я )]. 

(5.52) 

Предположим, что и я ѵ используют для 
вектора г и {і\ (/X 1) и г ѵ {і\ (ЛX 1) 

управления 

2и№) — С и Х (І) -)- П и (/), 

(5.53) 

{і)— С ѵ х{і) -\-п ѵ (^), 


т. е. 


а 

II „ 

Я 

о 

(5.54) 

®=®(4о, і). 

(5.55) 

где, как и ранее, — совокупность значений вектора 


г(х), 


171 


Предположим, как и в гл. III, что и и ѵ удовлетворя¬ 
ют условиям 



(5.56) 

(5.57) 


Рассматриваемая игра двух лиц является игрой с не¬ 
полной информацией, поскольку управления и и о явля¬ 
ются операторами только г и и г ѵ , а не координат 
х объекта. 

Будем искать решение этой задачи в чистых стратеги¬ 
ях и предполагать, что правило множителей Лагранжа 
выполняется. 

Таким образом, определение оптимального поведения 
к и ѵ сводится к нахождению экстремумов функционала 
согласно 2.5: 


і, 


І=х т (ОЛ*(* в )+#+*| « г <ь«и#+ 

I о 


'в 

+ #+а| и т о п и<Н. (5.58) 

Го 

Согласно выражениям (2.157) и (2.158) необходимым 
условием экстремума (5. 58) являются условия 


шах М {Н (х, и, ѵ 0 , *|г4 0 }=0, (5.59а) 

и 

\ 

тіп М{Н(х, и 0 , ѵ, (5.596) 

ѵ 


где » 0 и ѵ 0 — оптимальные законы управления. Для 
функционала (5.58) 

Н(х, ф, и, «»)=ф г [Лд:+Д п в+Д^+|] — 


— ф«+2г» г е^ -ф“+ 2 в г е а и+ Ф*+1. (5.60) 

Вектор-функция ф(^) удовлетворяет уравнению 

М-=-А т *{і), *(*„)=-2Лс&). (5.61) 
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Отсюда 


Ч>(0=-2 кЦі в , і)Рх{і в ). (5.62) 

Отметим, что из выражения (5.60) функция Я пред¬ 
ставляется в виде 

Н{х, ф, в, «)=Я 1 (ф, х, я)+Я 2 (ф, х, ®)+Я 3 (ф, *). 

(5.63) 

Функции переменных в и ѵ,Н х и Я 2 могут быть при¬ 
ведены к квадратичным формам. В результате получим 

# х (ф, лг, и)=-4 1 а п+ ъ\иТ-\--±— х т{і л )Рк{і„ і)В и <ы -1 X 

+ л +2 

хе„[«+(4, /)/>*(4)1; (5.64) 

I +“+2 

я 2 (ф, *, Г)=-Ф« +2 Г« Г +-^—л г (4)Я*(4, І)Х 
I Ф«+2 

х2иЛ]вЛ»+-*— «7 1 ^ г (4, *)**&)], (5.65) 

I • Ф «+2 

Я 3 (і л) = *Мдг+-?— + 

4 ' 1'“+2 

+Ф г ^е7‘^ф. (5.66) 

4^+2 

При получении формул (5.64) и (5.65) было исполь¬ 
зовано выражение (5.62). Предполагалось, что д и и (> ѵ — 
положительно-определенные матрицы, а Р — симметрич¬ 
ная положительная матрица. 

Из выражений (5.63) — (5.66) следует, что управле¬ 
ния обеспечивают экстремумы Я, как функции и и ѵ не¬ 
зависимо. 

Согласно (5.596) минимум МН, как функции ѵ, до¬ 
стигается внутри области определения ѵ при ф® +2 <6 
для 

ѵ &=1-^-Г&В т ѵ к{і в , і)Р{і 9 )М[х{ 4)|^о]. (5.67) 

І'Кі+гІ 

Заметим, что, как и ранее, ѵ{і) предполагается опера¬ 
тором от г\,о и в выражении (5.5Эб) является неслучай¬ 
ной функцией, поскольку гіо задано. 
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Аналогично из выражения (5.59а) максимум МН, как 
функции и, достигается внутри области определения при 
Фл+гХ) и имеет место при 

и{і)=-цй'ВІѴ (/., і) Р ( 4 ) М[х (4) | гіо]. (5.68) 

€+2 

Обозначим (для сокращения записи) 

Ѵ{і)=— — <ь 1 В т ѵ к т {і а , І)Р ; ( 5 . 69 ) 

К+2 

и (і)= - 3 — ц- 1 Б т „к т (4, і) Р. (5. 70) 

К+2 

Тогда 

ѵ(і)=Ѵ{і)М[х(і в )\ги]; ( 5 . 71 ) 

и(і)=Н(і)М[х(і в )\гіо]. ( 5 . 72 ) 

Рассмотрим сначала случай, когда наводящийся 
объект и цель используют для управления один и тот же 
вектор измерений, т. е. 

*и{і)=*ѵ (0=*(0 (5. 73) 

для всех і . 

Предположим, что существуют обратные матрицы 
и у- і. Тогда, сравнивая управления (5.67) и (5.68), 
находим 

(5.74) 

или 

и (і) = — (4. (5. 75) 

Фл+2 

Таким образом, в рассматриваемой задаче несиммет- 
рия управлений определяется условиями (5.56) и (5.57), 
а также различием связи фазовых координат объекта с 
управлениями. 

Определим оптимальные управления в рассматривае¬ 
мой задаче. 

Применяя к уравнениям (5.67) и (5.68) операторы 
условных математических ожиданий, получим 

м [и (і) 1г х 0 ] = и (і) и- 1 (т) и (т); (5. 76) 

м [ѵ (і) | го] ~Ѵ О І ) V-' (т) ѵ (т), і > т. (5. 77) 
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Свойства оптимальных управлений противников, опи¬ 
санные формулами (5.74) — (5.77), позволяют решить 
уравнения (5.67) и (5.68). 

Согласно уравнению (5.51) 

'в 

•*(4)=*(4» 4*(4 + | *(4. т ) \Ви и + В ѵ ѵ (5.78) 

І 

Отсюда 

і Г /в 

»(4=И(4{*(4. *(4. т)В ѵ Ѵ(т)ах + 

V- 1 (4®(4|- (5.79) 

Здесь учтено, что при г‘ и0 =г' ѵ0 

М$[и(г)]=и(т)Ѵ- 1 {і)ѵ((). (5.80) 

Если существует матрица 4)> обратная матрице 

4 

«Л*. *.)=е-ѵ(і)$ *(4. т)[в„к(т)+ 

і 

+ад(т)]йГтК- 1 (0. (5.81) 

то 

« (4=54 1 (4 4) ѵ (4 к (4. 4 Л* [ж (4 I г'о]. (5. 82 ) 

Аналогично 

»( 0 = ей 1 (4 4) # (0 * (4, 4 м [* (41 *$], (5.83) 

4 

где *.(4 4)=я-*7(41 л(4. т)№У(т)+ 

/ 

+ад(т)]^т(/“ 1 (0- (5.84) 

Условное математическое ожидание текущих коорди¬ 
нат объекта М г [х(1)]=х(1) определяется в рассматривае¬ 
мом случае аналогично 3.2: 



В этом уравнении для управления (5.82) 


(5.86) 

а для управления (5.83) согласно равенству (5.74) 

*(*)=у (0*М (/)*(<)• (5.87) 

Физический смысл полученного решения состоит в том, 
что цель создает в системе наведения обратную связь, 
противоположную по знаку обратной связи наводящего¬ 
ся объекта. Коэффициент этой связи определяется энер¬ 
гетическими возможностями цели, обусловливаемыми 
ограничением (5.57). 

Если задача симметрична, т. е. 

В и =В ѵ , ъ а =я ѵ , С и =С ѵ , ѵ=—и (5.88) 

управление наводящегося объекта полностью скомпенси¬ 
ровано. Цена игры в этом случае определяется матема¬ 
тическим ожиданием и дисперсией выходных координат 
неуправляемого объекта 

х=Ах-{-1, х(і 0 )—х 0 . (5.89) 

Тогда 

М [х т (і к )Рх{і а )]=8Р[Р(і в )О х (і п % (5.90) 

где 8Р — означает след матрицы, заключенной в скобки. 
О х {і) удовлетворяет уравнению: 

1П*^ = АО х {і)+ОЛі)А т -\-8Ѵ\ (5.91) 

аі 

где 

4)=$(4)М*1-4). (5.92) 

Уравнение (5.91) решается при начальном условии, 

которое определяется априорной дисперсией начальных 
значений координат 

О х (іо)=М[х о*?]. (5.93) 

Рассмотрим теперь общий случай, когда г и (і) не сов¬ 
падает, г ѵ {1). 

176 



В этом случае аналогично выражениям (5.76) и (5.77) 
М и1 [и(%))=Ѵ(т)Ѵ-'(і)и(і); (5.94) 

(т)]=К (т) К-» (0 ® (0, (5.95) 

где М иі и М ѵі — условные математические ожидания при 
заданных реализациях 2ш 0 и 2ы 0 соответственно. 

Для установления соотношений между управлениями 
и и V, аналогичных условию (5.74), предположим, что 
множество измерений гі< 0 содержит множество гы„. 
Тогда 

М ѵі \М т х (4)] = М ѵі х (4), (5.96) 

і <т. 

Отсюда следует 

М ѵі ч (х) (т)К-1 (і) ѵ ( I ). (5. 97) 

Подставляя далее выражение (5.78) в (5.71) с учетом 
равенства (5.95) и (5.97), получим 



' +В ѵ Ѵ{х)}сІхѴ-'{і)ѵ{і)}. (5.98) 

Это уравнение аналогично (5.79) и 

»(0=вг7 , (4 4)П0*(4, і)М ѵі х{і), (5.99) 

гдевг»(4 4) определяется формулой (5.81). С другой сто¬ 
роны, подставляя выражение (5.78) в (5.72) и учитывая 
равенство (5.94), получим 

Г '» 

* ю(4=*/(№(4. *)м иі х (*)+ I *(4, т)х 

X [ В а ц (т) Д- 1 (4 и (/)+ В ѵ М и1 ѵ (т)] йх. (5. 100) 

Предположим для упрощения задачи, что дополни¬ 
тельная информация наводящегося объекта, содержащая¬ 
ся в 2а( 0 , не позволяет осуществить более точный про¬ 
гноз управления цели, чем это может осуществить сама 
цель на основе информации г\і а , т. е. 

М[ѵ(х)\г 1 иі 9 ]=М[ѵ(х)Хгі и ), х>і. (5.101) 
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Тогда согласно (5.95) при 

М и Л*(х)]=М ѴІ [ѵ(х)] = Ѵ{х)Ѵ-Чі)ѵ(і). (5. 102) 
Решая (5.100), получим 

и{і)=ёи{і, і в )Ѵ (Щк(і в , і)М и1 х{і) + 

+ 1 к (/„ х) В ѵ Ѵ (т) аГтУ- 1 ( і) ѵ (01, (5.103) 

і 

где 

*В 

вІ*(*. К) = Е-Ѵ(І)\к{і„ і)^(/(т)Л7-'(/). (5.104) 

І 

Отметим, что в данном случае наводящийся объект, 
наряду с задачей минимизации ошибки наведения, на ос¬ 
нове имеющейся у него информации компенсирует дей¬ 
ствия цели (второе слагаемое в выражении (5.103)), со¬ 
здающей аналогично предыдущему случаю положитель¬ 
ную обратную связь в контуре наведения с помощью 
управления (5.99). 

Можно показать, используя приемы, аналогичные 
получению оценки х (см. 3.2). 

~ р -= лх ѵ (і ) +[ в, + р ѵ і/ѵ-' ]ѵ(і)+ 

+Я ѵ( С т ѵ М7 1 [г ѴІ -С г/ х ѵ ], х ѵ (і 0 )=Мх 0 . (5.105) 

Здесь г Ѵ і определяется выражением (5.53), 

х ѵ (і)=М ѵі х(і). (5.106) 

Аналогично 

■4^ = Ах я {і) + В а и(і)+В в ѵ(і) + 

+ КаіСІN7' [г аі - С а х а (01 (5.107) 

при обозначениях, соответствующих (5.53) и (5.106). 

Таким образом, наводящийся объект в рассматривае¬ 
мом случае управляется так же, как при известных ап¬ 
риори статистических характеристиках движения цели и 
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полностью известном управлении цели в прошлом. Это 
естественно, поскольку вектор измерений цели является 
составной частью вектора измерений наводящегося 
объекта. 

Случай, когда множество гіі 0 включает в себя 
множество гіі 0 при выполнении условия (5.101), может 
быть рассмотрен аналогично. Очевидно, в этом случае 
цель осуществляет процесс противодействия на основе 
известного точно прошлого поведения наводящегося 
объекта. При этом оптимальным поведением цели 
является обеспечение максимума (5.52) при измеряемом 
воздействии и(і) с известными статистическими характе¬ 
ристиками. 

В заключение рассмотрим вариант игровой задачи 

когда множества и г 1 ѴІ0 не пересекаются. При этом 
условные законы распределения 


р(гІ<о/г‘ѵ<о)=р(гІі 0 ) 1 

сводятся к безусловным законам. 

В этом случае оптимальные управления 
ся уравнениями (5.71) и (5.72). 

На основании условий (5.108) имеем 


(5. 108) 


определяют- 


м и1 {■Мгіі [*(*,)]} — Л4х (/ в ), V 
М ѵі {М„[х (*.)]} = Мх(і ш ), ) 

где М — знак априорного математического 
и т принадлежат интервалу управления (^ 0 , 
Предположим, что 


(5.109) 

ожидания, і 
Ів) • 


ЛЧ*(4)]=0, (5.110) 

поскольку обычно в уравнении (5.51) 

ЛЦ*(<о)1=0. (5.111) 

Предположения (5.108) по существу исключают воз- 
можность определения действий противника по наблю¬ 
даемым процессам г иі и 

(Действительно, на основании условий (5.109) 

М иЛ^^)]=М ѴІ [и(х)]=0. (5.112) 

Очевидно, свойства (5.94) и (5.95) оптимальных управ¬ 
лений сохраняются. 
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Подставляя (5.78) в (5.71), получаем в рассматривае¬ 
мом случае 

'в 

ѵ{і)=Ѵ{і)[к{і„і)М ѵі х{і)+\ і к(і в , х)В ѵ Ѵ(х)ахх 


Отсюда 

X Ѵ~ х 

(5.113) 

ѵ{і)= 

где , 

=8ѵі{і в , і)Ѵ{і)к{і в , і)М ѴІ х{і), 

і 

(5.114) 

і)=Е- 

■Ѵ(і) | к(і в , х)Р ѵ Ѵ{х)ахѴ-' ( і). 

1 

(5.115) 


Аналогично оптимальное управление наводящимся 
объектом и(і) определяется выражением 

и (і)=ёйі(< в , і)М иі х{і). (5. 116) 

Матрица ёи\(іъ, і) определяется из условия (5.104). 

В рассматриваемом варианте оптимальные управле¬ 
ния игроков совпадают с управлениями при статистиче¬ 
ски заданном поведении противников. Этот результат — 
следствие того, что измерения не дают информации об 
управлениях противников как таковых, а только о резуль¬ 
татах их влияния на координаты объекта управления. 


5.3. УЧЕТ ИСКАЖЕНИЯ ИНФОРМАЦИИ 
В ЗАДАЧАХ НАВЕДЕНИЯ 

Как показано в третьей главе, оптимальное управле¬ 
ние является безынерционной функцией текущей оценки 

фазовых координат объекта х(і), на основе измеренных 
значений векторам. 

Когда наблюдаемый вектор г определяется выраже¬ 
нием 


г{і)=Сх{і)+п{і), (5.117) 

где С — прямоугольная матрица ( ІХп ), являющаяся из¬ 
вестной функцией времени; п(і) —вектор белых шумов 
с уровнем N (і ) ; х(і) — вектор фазовых координат линей- 
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ного объекта, оценки фазовых координат определяются 
уравнениями: 

=А х (і) + В и + Я (і) С 7- #- 1 [г(0 — Сх (/)], (5.118) 
л:(г‘ 0 ) = Л1д: 0 ; 

-^- = АЯ + ЯАТ-КС Т М-'СЯ + 8(І), (5.119) 

Р (?о) — ®Хо' 

В системах телеуправления информация о текущих 
значениях вектора х(і) может искажаться це 4 р>ю, созда¬ 
ющей помехи. В связи с этим изменяется и зависимость 

текущей оценки х(і) от вектора г(і). Задача учета иска¬ 
жений информации при приеме сводится к получению 

выражений, связывающих х(і) с г{і) в случаях, когда 
связь 2 {і) с х(і) отличается от условия (5.117). 

Предположим в общем случае, что наблюдаемый 
вектор г (і) определяется выражением 

г(і) = у{і) + п(і\ ] (5.120) 

где вектор у(і) случайно связан с вектором фазовых ко¬ 
ординат х(і ) объекта управления. Пусть известен услов¬ 
ный закон распределения у(і) при заданном х(і), 
Р(у/ Х )> который не зависит от прошлой информации 
2(т),т^і и имеет конечные первый и второй моменты. 
В этом случае по формуле условных вероятностей имеем 


РМуАРШхДау,. (5.121) 

Я У 

Если п(і) подчиняется нормальному закону распре¬ 
деления с нулевым математическим ожиданием, то для 
момента и имеем 


Р{гіІУі)=К Пі ы р-^-К^-^ГТѴ- 1 ^-^)}. (5.122) 
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Разложим выражение (5.122) в ряд по Аі=іі — и 
подставим его в равенство (5.121). При конечных пер¬ 
вом и втором моментах 

I УіР(Уі/*і)4у і =Р 1 (хі)і (5.123) 

9 у 

| УіУ Т і р {УіІх і )<ІУі : =Ѵ' й {х { ) (5.124) 

а у 

выражение (5.121) может быть представлено в виде 

Я (*,/*;) = *„, Г 1-^ $ (^І-ЛГЛГ - 1 (г- Уі )Х 

I 9 Уі 

• ХР{у,1х,)ау,]+0(и\ (5.125) 

где 0(Д/) означает члены более высокого по сравнению 
с Д і порядка малости. 

Получим для этого случая уравнение, определяющее 
апостериорный закон распределения фазовых координат 
объекта х(іі ) при наблюдении вектора ж на интервале 
(к, іі), где і принимает целые значения. 

Обозначая через 

р Л*і)=Р{*іІ* 1 о) (5.126) 

апостериорный закон распределения х(^) при наблюде¬ 
ниях г на интервале іі) и через 

Рі-і{хі-і)=Р(Хі-і/гІГ ! ) (5.127) 

этот закон распределения на предыдущем шаге. По фор¬ 
муле Байеса получим 

р і{*і)=ЪР(*іІх 1% *о _1 ) | Р(хі/хі-і, г'о -1 ) X 

2 ( х і - і) 

X Р і—\ [хі —(5.128) 

где кі — коэффициент нормировки; 

й(*»-і)—область возможных значений векто¬ 
ра 

На основании предположения о независимости услов¬ 
ного знакона уі от прошлых наблюдений и некоррелиро¬ 
ванности значений шума п(і { ) в разные моменты време¬ 
ни, получаем __ 

г 1 о " 1 )=Я(г,./л: / ). 
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(5.129) 




Рассмотрим случай линейного объекта управления 

х=Ах-\-Ви, х(і 0 )=х 0 . (5.130) 

Для дискретного случая при малых — іи мож¬ 

но записать 

х^Хі-г + Ах^і+Виі-Ш. (5.131) 

Поэтому условный закон распределения 
Р (*,/*,_,, г (Г 1 )=8 (*,_! - (Е - А м) X, + В и д/), 

(5. 132) 

где о — дельта-функция Дирака; 

Е — единичная матрица. Подставляя выражения 
(5.129) и (5.132) в формулу (5.128), получим 

РііХі^ЬіРіг^хАРі-іЦЕ—А^х^Виі-Ш). (5.133) 

Для получения дифференциального уравнения пред¬ 
положим дифференцируемой функцией аргумента, 
имеющей непрерывные производные до второго порядка, 
и разложим ее в ряд Тейлора, ограничившись величина¬ 
ми* порядка А і. Получим 


Рі-\ ([Е — Ааі] х: - Виі-Ш) = (*,) - 

_ ( 4Хі + ВЩ і) (5 Ш) 

Здесь вектор-строка (ІХ«) с элементами 

/=1, 2, , д . Х ‘п. дхт) 

Подставляя теперь выражения (5.134) и (5.125) в 
(5.128), переходя к пределу при — стремя¬ 

щемся к нулю, и отбрасывая бесконечно малые величи¬ 
ны порядка Аі, получим дифференциальное уравнение 

Ь± ^Г -+^з7 Д ( '<*+««)+р ( *. і)= о, 

(5.135) 

где др -и т 

ді д*-*о М * 


Р{х, і)=Р[ X (ф'і , ]; (5.136) 

і)=Ер4-\ —^-5/?|лм ^ 2 (д:)— ^ ^ 2 (дс)Р(лг, — 

,0^1; (5.136) 


- г г ЛМ Г р, (х) -$М*)Р{х 

*х 
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8р — след матрицы, щ и ц 2 определяются выраже¬ 
ниями (5.123) и (5.124); N — уровень белого шума п(і). 

В качестве начального условия в уравнении (5.135) 
используется априорный закон распределения фазовых 
координат* в момент іо, равный Р(* 0 )- Уравнение (5.135) 
может быть решено в общем виде с помощью обычного 
метода характеристик, применяемого для дифференци¬ 
альных уравнений в частных производных первого по¬ 
рядка. 

Из уравнения (5.130) следует 

і 

х (4)= к т (і, і 0 )х(і)— С к т (т, і 0 ) Зи (т) ах, (5.137) 

Іо 

гд ек т (і, і 0 ) —импульсная переходная матрица системы 
сопряженной (5.130). Поэтому 

Р(х, *)=р о |Ѵ(^ і 0 )х(і) — | к т (х, і 0 )Ви(х)ах, і^Х 

X ехр I — ^ Р г [к г ( і , т) х (; і ) — (5.138) 

I и 

— | ь т О*, *) Зи (I») оГц, т] , 

где Ро — априорный закон распределения *о в момент ^ 0 - 
Подынтегральное выражение в показателе экспоненци¬ 
альной функции является результатом замены в форму¬ 
ле (5.136) функции х(х) в рі и р -2 их выражениями при 
іо— х. Поскольку в выражение (5.136) входят средние 
значения искомого распределения, окончательное реше¬ 
ние может быть получено после определения 

М у = { (іі (ж) Р (х, і) ах, (5.139) 

®г 

М 2 =\? 2 (х)Р(х, і)ах (5.140) 

и решения алгебраической системы уравнений относи¬ 
тельно М\ и М 2 . Зная Р(х, і), апостериорное математи- 
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ческое ожидание фазовой координаты объекта х(і) мож¬ 
но определить из выражения 

х(/)=і хР\х, і)йх. (5.141) 

“ж. 

Полученные выражения дают принципиальную воз¬ 
можность решения задачи оптимального управления при 
действии мультипликативных помех, однако фактическое 
получение решения сопряжено с вычислительными труд¬ 
ностями. 

Рассмотрим возможность применения уравнения 
(5.135) к задачам управления при действии помех. 

Предположим, что цель имеет возможность создавать 
помехи, исключающие прием полезного сигнала х(і ) на¬ 
водящимся объектом на некоторых интервалах внутри 
(іо, 4). Такое положение имеет место, когда происходит 
прекращение поступления информации о положении це¬ 
ли вследствие действия помех [22]. 

Если принять, что срывы сопровождения происходят 
в известные моменты времени, то решение может быть 
получено приравниванием к нулю элементов матрицы С 
в (5.118) и (5.119) на интервалах прекращения сопро¬ 
вождения. В частности, если 

С(*)=0 (5.142) 

то ИЗ выражений (5.118) и (5.119) следует, что на этом 
интервале 

^=Ах№+Ви (5.143) 

^-=4Я + *Л г +$(0 (5.144) 

при заданных^лг к (4)^и /?(4). 

Уравнения (5.143) и (5.144) соответствуют априор¬ 
ным оценкам вектора х(і) при отсутствии наблюдений. 
Таким образом, если матрица С(/)=0, то обработка ин¬ 
формации в системе наведения эквивалентна прекраще¬ 
нию приема вектора г и переходу к априорным оценкам 
фазовых координат объекта. При этом в качестве на¬ 
чальных значений принимают оценки, имевшие место в 
последний момент получения информации. 
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-Заметим, что подобный результат имеет место также 
в случае, когда уровень белого шума п(і), равный ІѴ, 
неограниченно возрастает. 

Фактически в системе наведения осуществляется при 
этом пролонгация координат цели на основе априорной 
гипотезы о ее движении. 

Другим предельным случаем является представление 
элементов матрицы С в виде случайных процессов, зна¬ 
чения которых в разные моменты времени независимы и 
равны 0 с вероятностью и единице с вероятностью 
1— Яі- 

В этом случае вектор г может быть представлен в 
виде 

г—Сах-\-п{і\ у{х)=Сах, (5.145) 

где а(і) диагональная матрица (пХ«) со случайны¬ 
ми элементами подчиняющимися закону распре¬ 

деления с плотностью: 

Р а}} {і)=Ч}{іЩаи(і)] + [1-Я}ШЧ а п{і)-Ч’ (5.146) 

где 6[а л ] — дельта-функция. Если кроме того, считать 
Щі(і) независимыми для разных / в один и тот же мо¬ 
мент, то совместный закон распределения а (і) равен 
произведению законов распределения каждого элемен¬ 
та и 

(5.147) 

і-1 

Положим для простоты а{1) скалярной функцией, что 
соответствует одновременному обращению в нуль всех 
элементов вектора х(і) с вероятностью <7(0- В этом слу¬ 
чае в уравнении (5.135) функция (5.136) может быть за¬ 
писана в виде 

Р (х, 1)=8рА + [лг г С г іѴ -1 Сх - 8р (С 7 ^- 1 С X 

X Я* (Ю)1 — (1 — 4) (х — х) Г С т ^ 1 г . (5.148) 

Сравним равенство (5.148) с выражением функции 
р (х, I) при неслучайной матрице С, которое имеет место 
при 

Р с (С)=Ь{С-С г ) (5.149) 
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и равно из (5.136) 

Р с ( х , і)=8рА +-І- [х т С[ /Ѵ-іІС^- 

- 5/7 (С[ЛМ С г Р х (01 - С* - х) г СІ N-1 г. (5.150) 

Отсюда следует, что выражение (5.148) и (5.150) сов¬ 
падают, если в формуле (5.150) уровень ошибок измере¬ 
нии увеличить в 1/1 — щ раз. 

Поскольку математическое ожидание и дисперсионная 
матрица х(і), соответствующие формуле (5.150), удовле¬ 
творяют уравнениям (5.118) и (5.119), оценка текущих 
фазовых координат х в условиях, когда полезная инфор¬ 
мация в наблюдаемом векторе г(1) становится равной 
нулю с вероятностью у(і) независимо от прошлых мо¬ 
ментов времени, удовлетворяет уравнению 


аі — Ах ( і)-\-Ви {і) -{- К (і) С г /Ѵ -1 (1 — </) [г(і) — Сх (?)]. 

(5. 151) 

При этом 

^ = АН+КАТ-КСт-'(\-д)СК. (5.152) 

Таким образом, в рассматриваемом случае оценка 
х(і) сводится к оценке без потери информации при уве¬ 
личении уровня N белого шума ошибок измерений в 
1/1—(7 раз. 

Рассмотрим также случай, когда 


у(і)=Сх(1), (5. 153) 

где С — случайная матрица с известным законом распре¬ 
деления Р с (с ), в общем случае зависящим от времени. 
В этом случае функции і) (5.136) примет вид 




СГЛМ СР с {С)сІС-х— 



-(х-х)т^ С т Р с (С)<іС-М- 1 г. (5.154) 
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Здесь 


ц„= С Xх т Р{х, І)йх; (5. 155) 

V 

і(0= [ хР(х, і)йх\ (5.156) 

"х 

й с , — области возможных значений х(і) и С. 

Будем искать в этом случае решение (5.135) в виде 

Р(х, і)=кех р— ~[{х—х) т О~ 1 {х-х)]. (5.157) 

Подставляя выражения (5.157) и (5.136) в (5.135) и 
приравнивая коэффициенты при степенях х нулю, по¬ 
лучим 


= А% + Чи + О ^ С т Р с (С)аСМ-'г- 

- [ С т М- 1 СР е (С)аС-х] (5. 158) 

и 0=А0 + 0А т -й | С Г М-'СР с (С)аСФ. (5.159) 

2 С 

Из сравнения этих выражений с формулами (5.118) и 
(5.119) следует, что если матрица С случайна с извест¬ 
ным законом распределения Р с , то оценки текущих коор¬ 
динат объекта совпадают с оценками для детерминиро¬ 
ванной матрицы С при замене С и С Г ./Ѵ _1 С математиче¬ 
скими ожиданиями. 
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